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Lernziele der Vorlesung

= Algorithmen
= Sortieren, Suchen, Optimieren

« Datenstrukturen
= Reprasentation von Daten
= Listen, Stapel, Schlangen, Baume

« Techniken zum Entwurf von Algorithmen
= Algorithmenmuster
= QGreedy, Backtracking, Divide-and-Conquer

Analyse von Algorithmen
« Korrektheit, Effizienz
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Uberblick

= Prinzip

= Maximale Teillsumme
= erste LOosungsansatze
= Teile-und-Herrsche-Ansatz
= Laufzeit

« Rekursionsgleichungen
= Substitutionsmethode
= Rekursionsbaum-Methode
= Mastertheorem

« Produkt von Polynomen nach Karatsuba
= Matrixmultiplikation nach Strassen
= Erstellung eines Spielplans
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Prinzip

= [eile das Gesamtproblem in kleinere Teilprobleme auf.

= Herrsche Uber die Teilprobleme durch rekursives Losen.
Wenn die Teilprobleme klein sind, |0se sie direkt.

« Verbinde die Losungen der Teilprobleme zur Losung des
Gesamtproblems.

« rekursive Anwendung des Algorithmus auf immer kleiner
werdende Teilprobleme

« direkte Losung eines hinreichend kleinen Teilproblems
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Prinzip

= Methode V zur Losung des Problems P der Grolde n

Methode V(P)
wenn n<d
dann

|6se das Problem P direkt;
sonst

teile P in mehrere Teilprobleme

P,P ,, ....P  mitk >2;

Methode V(P ,); ...; Methode V(P ")
verbinde die Teillosungen fur

P,,P 5, ...,P  zur Gesamtlosung fur P;
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Eigenschaften

= kann bei konzeptionell schwierigen Problemen hilfreich sein
= LOsung fur den Trivialfall muss bekannt sein
= Aufteilung in Teilprobleme muss moglich sein
=« Kombination der Teillosungen muss moglich sein

= kann effiziente Losungen realisieren

= wenn die Losung des Trivialfalls in O(1) liegt, Aufteilung in Teilproble-
me und Kombination der Teillosungen in O(n) liegt und die Zahl der
Teilprobleme beschrankt ist, liegt der Algorithmus in O( n log n)

= fUr Parallelverarbeitung geeignet
« Teilprobleme werden unabhangig voneinander verarbeitet
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Implementierung

= Definition des Trivialfalls

=« Moglichst kleine direkt zu |6sende Teilprobleme
sind elegant und einfach.

=« Andererseits wird die Effizienz verbessert, wenn schon
relativ grof3e Teilprobleme direkt gelost werden.

= Rekursionstiefe sollte nicht zu grofl werden.

= Aufteilung in Teilprobleme

« Wahl der Anzahl der Teilprobleme und konkrete Aufteilung
kann anspruchsvoll sein.

= Kombination der Teillosungen
« typischerweise konzeptionell anspruchsvoll
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Uberblick

= Prinzip

= Maximale Teillsumme
= erste Losungsansatze
= Teile-und-Herrsche-Ansatz
= Laufzeit

« Rekursionsgleichungen
= Substitutionsmethode
= Rekursionsbaum-Methode
= Mastertheorem

« Produkt von Polynomen nach Karatsuba
= Matrixmultiplikation nach Strassen
= Erstellung eines Spielplans
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Maximale Tellsumme

« Eingabe: Folge X von n ganzen Zahlen

= Ausgabe: Maximale Summe einer zusammenhangenden
Teilfolge von X und deren Index-Grenzen

« Eingabe:jindex 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5|6 | 7| 8|9

Wert| 31| -41| 59 | 26 |-53 | 58 | 97 | -93 | -23 | 84

Ausgabe: 187, 2, 6
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Anwendung

« Maximal moglicher Gewinn
bei Kauf und Verkauf einer Aktie
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Naive Losung (Brute Force)

maxSubArray(X)
result.sum=X(0); result.u=0; result.0=0;
for u=0 to |ange(X)-1 do unterer, erster Index des Subarrays
for o=u to lange(X)-1 dO  oberer, letzter Index des Subarrays
begi n
summe=0;

for i=u to o do summe=summe+X(i);
| f result.sum<summe t hen
begi n
result.sum = summe;
result.u = u; result.o = o;
end:
end:
ret ur n result.sum, result.u, result.o:
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Java-Implementierung

public class MaxSubArray {
Result result = new Result();
public static void main(String[] args) {
}
public Result maxSubArray(int[] X) {
result.sum = X[O]; result.u = 0; result.o =0;
for (int u = 0; u < X.length; u++) {
for (int 0 = u; o < X.length; o++) {
int summe =0;
for (int i =u;i<=o0;i++){
summe =summe + X]i];
if (result.sum < summe) {
result.sum = summe; result.u = u;result.o =o;
}

}
}
return result;

}
}

class Result {
int sum; int u;int o;
}
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Laufzeit

for u=0 to lange(X)-1 do n Schleifendurchlaufe - O(n)
for o=u to |énge()()-]_ do maximal n Schleifendurchlaufe — O(n)
begi n
summe:O; maximal n
for i=u to o do summe=summe+X(i); Schleifendurchlaufe
i f result.sum<summe then - O
begi n

result.sum = summe;
result.u = u; result.o = o;
end;
end;

o(1)

= drei verschachtelte Schleifen O(n) —» O(n3)
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Laufzeit
u Additionen o)
X
n/3 n/3 n/3

« Es gibt wenigstens n/3 Werte fur u, far die n/3 Werte von o
durchlaufen werden, fur die wiederum n/3 Additionsschritte
in der innersten Schleife durchlaufen werden.

= Damit werden mindestens T(n) = (n/3)3 O Q(n3)
Schritte benatigt.

= Aus T(n) O O(n3) und T(n) O Q(n3) folgt T(n) O ©(n3)

= Es ist schwer, das Problem schlechter zu Iosen...
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Effizientere Alternative

.. aber leicht, es besser zu losen.

=« Bisher: Fir jedes u und fir jedes o wird
Suo=X(u)+X(u+1)+...+ X (o) berechnet

« Effizienter:
Inkrementelle Aktualisierung statt Schleifendurchlauf

ais Sy o=X(u)+X(u+1)+...4+ X(0)
wnd Sy or1 =X(u)+X(u+1)+...+X(0)+X(0+1)
folgt Su,o—l—l — Su,o —|— X(O —|— ]_) O(1) statt O(n)
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Bessere LOosung

maxSubArray(X)
result.sum=X(0); result.u=0; result.0=0;
for u=0 to lange(X)-1 do
begi n
summe=0;
for o=u to lange(X)-1 do
begi n
summe=summe+X(0);
| f result.sum<summe t hen
begi n
result.sum = summe;
result.u = u; result.o = o;
end:
end:
end:
ret urn result.sum, result.u, result.o;

o(n)

O(n)

O(1)

Gesamtaufwand O(n?)
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Java-Implementierung

public class MaxSubArray {
Result result = new Result();
public static void main(String[] args) {
}
public Result maxSubArray(int[] X) {
result.sum = X[O]; result.u = 0; result.o =0;
for (int u = 0; u < X.length; u++) {
int summe =0;
for (int 0 =u; o < X.length; o++) {
summe =summe + X[o];
if (result.sum < summe) {
result.sum = summe;
result.u =u;
result.o = o;

}
}
return result;

}
}

class Result {
int sum; int u;int o;
}
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Uberblick

= Prinzip

= Maximale Teillsumme
= erste LOosungsansatze
= Teile-und-Herrsche-Ansatz
= Laufzeit

« Rekursionsgleichungen
= Substitutionsmethode
= Rekursionsbaum-Methode
= Mastertheorem

« Produkt von Polynomen nach Karatsuba
= Matrixmultiplikation nach Strassen
= Erstellung eines Spielplans
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ldee

« LOse das Problem fur die linke und rechte Halfte von X.
=« Setze die Teillosungen zur Gesamtlosung zusammen.

X A C B | |

rmax Imax

« Maximum liegt entweder in der linken Halfte (A)
oder in der rechten Halfte (B)

» Maximum kann auch an der Grenze der Halften liegen (C).
« FUr C miussen rmax und Imax bestimmt werden.
= Gesamtlosung ist Maximum von A, B, C.
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Prinzip

= Kleine Probleme werden direkt gelost: n=1 = Max = X(0)

= Grolde Probleme werden in zwei Teilprobleme zerlegt
und rekursiv gelost. Teillosungen A und B werden geliefert.

X A C B

rmax Imax

= Um Teillosung C zu ermitteln, werden rmax und Imax fur
die Teilprobleme bestimmit.

« Die Gesamtlosung ergibt sich als das Maximum
von A, B, C.
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Implementierung

maxSubArray(X, u, O) X sollte eine Referenz / ein Pointer sein.

if (u==0) then return X(u); [opra

Feld mit nur einem Element
(Rekursionsabbruch)

m = (u+0)/2;
A= maXSUbArl’ay (X; u, m), Losungen A und B far

— . die beiden Teilfelder
B = maxSubArray (X, m+1, 0); (Rekursion)
C1l = rmax (X, u, m), rmax und Imax fur
C2 — Imax (X, m+1, O), den Grenzfall C

LG ibt sich al

return max (A, B, C1+C2); Maximum aus A, B, C

Fur mehr Ubersichtlichkeit wird nur das Maximum, nicht die Indexgrenzen berticksichtigt.
Universitat Freiburg - Institut fur Informatik - Graphische Datenverarbeitung



Java-Implementierung

public class MaxSubArray {

public static void main(String[] args) {

}

public int maxSubArray(int[] X, int u, int 0) {
if (u==0) {
return X[u];
}

int m=(u+o0)/2;
int A = maxSubArray(X, u, m);
int B = maxSubArray(X, m + 1, 0);

int C1 =rmax(X, u, m);
int C2 =Imax(X, m+ 1, 0);

return max(A, B, C1 + C2);

Universitat Freiburg - Institut fur Informatik - Graphische Datenverarbeitung



Alternativer Trivialfall

maxSubArray(X, u, 0)

if (u==o0) then return X(u)
I f (u+l==0) then
return max(X(u),X(0),X(u)+X(0));

m = (u+0)/2;
A = maxSubArray (X, u, m);
B = maxSubArray (X, m+1, 0);

Cl=rmax (X, u, m),
C2 =Imax (X, m+1, o);

return max (A, B, C1+C2);
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Java-Implementierung

public int maxSubArrayAlternativ(int[] X, int u, int o ) {
if (u==0) {
return X[uJ;
}

if (u+1==0){
return max(X[u], X[o], X[u] + X[0]);
}

int m=(u+o0)/2;
int A = maxSubArrayAlternativ(X, u, m);
int B = maxSubArrayAlternativ(X, m + 1, 0);

int C1 =rmax(X, u, m);
int C2 =Imax(X, m+ 1, 0);

return max(A, B, C1 + C2);
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Implementierung - max

max (a, b, c)

1 f (a>Db) t hen
1 f (a>c) t hen
return a;
el se
return c;
el se
1 f (c>D) t hen
return c;
el se
return b;
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Java-Implementierung

public int max(int a, int b, int ¢){

if (@a>Db){
if (a>c){
return a;
} else {
return c;
}

} else {
if (c >Db) {
return c;
} else {
return b;
}

}
}
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Alternative Implementierung
max

max (a, b)

1 f (a>Db) t hen
return a;
else
return b;

max (a, b, c)
return max (max(a, b), c);
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Java-Implementierung

public int max2(int a, int b) {
if (@a>Db){
return a;

} else {
return b;
}

}
public int max3(int a, int b, int c) {

return max2(max2(a, b), c);
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Implementierung - Imax

Imax (X, u, 0)

Imax = X(u);
summe= X(u);

for I=u+l to o do
begi n
summe = summe + X(i);
| f (summe > Imax) Imax = summe;
end

return Imax;

rmax analog
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Java-Implementierung

public int Imax(int[] X, int u, int 0) {

int Imax = X[ul;

int summe = X]u];

for(int i=u+1;i<=o0;i++){
summe =summe + X]i];
if (summe > Imax) {

Imax =summe;

}

}

return Imax;

}

public int rmax(int[] X, int u, int o) {

int rmax = X][o];

int summe = X]o];

for(int i=o- 1;i>=u;i-){
summe =summe + X]iJ;
if (summe > rmax) {

rmax =summe;

}

}

return rmax;
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lllustration - Imax

i u u+1 o-1 o)

X o8 -53 26 59 -41 31
summe o8 3 31 90 49 80
Imax o8 58 o8 90 90 90

Imax und summe werden mit X(u) initialisiert
X wird durchlaufen von u bis o

summe wird aktualisiert

Imax wird aktualisiert, wenn summe > Imax
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@bp\rray(_&g,_glj) Aufruf fir Feld mit vier Elementen
Aufruf flr zwei Felder
maxSubArray(-3,9) maxSubArray(-4,7) mit zwei Elementen
maxSubArray(-3) maxSubArray(9) maxSubArray(-4) maxSubArray(7)

rmax(-3), Imax(9) rmax(-4), Imax(7)

max(A,B,C1+C2) max(A,B,C1+C2)

Ergebnis bezieht @ @ Ergebnis bezieht

sich auf (-3,9) sich auf (-4,7)
rmax(-3,9), Imax(-4,7)

A

C1=9, C2=3

max(A,B,C1+C2)
Ergebnis bezieht

. N _sich auf (-3,9-4,7) .
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Uberblick

= Prinzip
= Maximale Teilsumme
= erste LOosungsansatze

= leile-und-Herrsche-Ansatz
= Laufzeit

« Rekursionsgleichungen
= Substitutionsmethode
= Rekursionsbaum-Methode
= Mastertheorem

« Produkt von Polynomen nach Karatsuba
= Matrixmultiplikation nach Strassen
= Erstellung eines Spielplans
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Laufzeit

maxSubArray(X, u, 0)
| f (u=0) t hen return X(u);
m = (u+0)/2;
A = maxSubArray (X, u, m);
B = maxSubArray (X, m+1, 0);

Cl=rmax (X, u, m),
C2 =Ilmax (X, m+1, o);

return max (A, B, C1+C2);

T (n) — Zahl der Schritte
far Problemgrof3e n

o(1)

0(1)
T(n/2)
T(n/2)

O(n)
O(n)

O(1)
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Zahl der Schritte T(n)

Trivialfall
B O(1) n=1
T(n) _{ 2-T(%)+0(n) n>1
Losung der Verbinden der

Teilprobleme  Teilldsungen

= also existieren Konstanten a und b mit

a n=1
T(”)é{ 2-T(2)+b-n n>1

« fur c =max (a, b) gilt dann

C n=1
T(”)g{ 2-T(3)+cn n>1

Rekursionsgleichung
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lllustration von T(n)

on;

en
@)
T2 Tizp P
Tw=2tem e Q@A) T4 T4 TP

T (n/2) =2 T(n/4) + cn/2
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lllustration von T(n)

A
e
logn+1

Knoten in der i-ten
Ebene bertcksich-
tigt n/(27) Elemente:
Wenn Knoten in der
i-te Ebene ein Ele-
ment bertcksichtigt,
dann n/(2M) = 1.

1OJOXOIOXOXOXONO LN
= T(n)=cnlogn+cnl]O(nlogn) (Rekursionsbaum-Methode)
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Uberblick

= Prinzip

= Maximale Teillsumme
= erste LOosungsansatze
= Teile-und-Herrsche-Ansatz
= Laufzeit

« Rekursionsgleichungen
= Substitutionsmethode
= Rekursionsbaum-Methode
= Mastertheorem

« Produkt von Polynomen nach Karatsuba
= Matrixmultiplikation nach Strassen
= Erstellung eines Spielplans
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Rekursionsgleichungen

= beschreiben die Laufzeit bei Rekursionen
Trivialfall far n,

B fo(n) n = ng
T(n)—{ a-T(%)+ f(n) n>ng

LOsung von a Verbinden der
Teilproblemen Teilldsungen
mit reduziertem

Aufwand n/b

= N, ist Ublicherweise klein, oft ist fy(n,) L/O(1)
= Ublicherweise a>1 und b>1
= Je nach Losungstechnik wird f, vernachlassigt.

= T ist nur fir ganzzahlige n/b definiert, was auch
gern bei der Losung vernachlassigt wird.
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Substitutionsmethode

Losung raten und mit Induktion beweisen

Beispiel: B 1 n=1
T(n) _{ 2-T(2)+n n>1

Vermutung: T'(n) = n + nlogn
= Induktionsanfang firn=1: T'(1) =1+ 1logl =1
Induktionsschritt von n/2 nach n:
T(n)=2-T (%) +n
= 2- (% -+ glogg) + 7N Induktionsvoraussetzung
=2 (24 2(logn—1)) +n
=n+nlogn —n+n
= n + nlogn
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Substitutionsmethode

« alternativer Losungsansatz

=« Beispiel:

1 n=1

T(”):{ 2-T(%2)+n n>1

= Vermutung: T'(n) € O(nlogn)
= LOsung: Finde c>0 mit T'(n) < c-n -logn
= Induktionsschritt von n/2 nach n:
T(n)=2-T(%)+n
< 2- (C : % : 10g%) + 7N Induktionsvoraussetzung

= C - nl
= C - nl

ogn —c-n-log2 +n
ogn —c-n—+n

<c-n

OZTY  furc=1
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Uberblick

= Prinzip

= Maximale Teillsumme
= erste LOosungsansatze
= Teile-und-Herrsche-Ansatz
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= Mastertheorem

« Produkt von Polynomen nach Karatsuba
= Matrixmultiplikation nach Strassen
= Erstellung eines Spielplans
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Rekursionsbaum-Methode
Beispiel 1

= kann zum Aufstellen von Vermutungen verwendet werden
= Beispiel: T(n) =3 T(n/4) + ©(n?) < 3 T(n/4) + ¢cn?

Ce (4)25 Ce (42> Ce (42>
To/16D Te1e) TreD Tmied T8> Tre) TneD 16D Tr16)
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Rekursionsbaum-Methode

.N2
R c n"2 c-n

@ 3/16-c-r?
D> EWIeT> WD Camierd>@arern
YO TODTODTODTOD
OO OOOOOODO@ o

Iog4 n+1 ( 3Iog4n — nlog43)

Wegen n= 4Zah| der Ebenen

= log,3 < 1 und geometrische Reihe = T(n) O O(n?)

Universitat Freiburg - Institut fur Informatik - Graphische Datenverarbeitung



Nachwels der Vermutung

= Vermutung: T(n) = 3 T(n/4) + ©(n?) < 3 T(n/4) + cn? [ O(n?)
= Substitutionsmethode
= Es existiert ein d>0 mit T(n) < d-n?

T(n) <3-T(%)+c-n?
SSd(%)2+c-n2
:%dn2+c-n2

< dn? fird=@e13)c
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Rekursionsbaum-Methode E'
Beispiel 2

= kann auch durch iteratives Substituieren realisiert werden
« Beispiel: T(1) =1, T(2n) =2 T(n) + 2n
= n=2K k=logn
T(28) = 2. T (28 1) 4 2F
=2-(2-T(2"2) 28 1) 4 2%
_ 92 T(Qk—Z) 1 9k 4 ok
=2k . T(2FF) -2~ . 4 2K
n T() =1 k-2=nlogn
= n + nlogn
€ nlogn
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Rekursionsbaum-Methode
Beispiel 3

« liefert manchmal zu pessimistische Ergebnisse
= T(n)=T(n/3) + T(2n/3) + O(n)

c-n

c-n

c 2n/9 c 2n/9 cn
log,, N Vermutung:
wegen (2/3)kn=1 O (nlog n)
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Rekursionsbaum-Methode

= Aber! In Ebene log,, n existieren
maximal 2!°9s2 " = nlogs 2 Blatter mit log,,,2 > 1.

= Konstante Kosten pro Blatt flihren zu ©(n'°922) O w(n log n)
Kosten fur die Blatter und damit T(n) L1 O (n log n).

= Allerdings:
=« Baum hat tatsachlich weniger Blatter.

= In tieferen Ebenen fehlen innere Knoten, sodass die Kosten
pro Ebene kleiner als c¢:n sind.

= Motiviert durch diese Uberlegungen lasst sich
T(n) O O (n log n) zeigen.
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Nachwels der Vermutung

= Vermutung: T(n) = T(n/3) + T(2n/3) + O(n) 1 O(n log n)
= Substitutionsmethode
« Es existiert ein d>0 mit T(n) < d-n-log n
T(n)<T (%)+T (%) +cn
< dzlogz + d2”10g2” +c-n
= dzlogn — d3log3 + d%’”’logn —2dglog% +c-n
= dnlogn — dn (1og3 — %) +c-n

< dnlogn d>ciog3-(23)
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Uberblick

= Prinzip

= Maximale Teillsumme
= erste LOosungsansatze
= Teile-und-Herrsche-Ansatz
= Laufzeit

« Rekursionsgleichungen
= Substitutionsmethode
= Rekursionsbaum-Methode
= Mastertheorem

« Produkt von Polynomen nach Karatsuba
= Matrixmultiplikation nach Strassen
= Erstellung eines Spielplans
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Mastertheorem

=« LoOsungsansatz fur Rekursionsgleichungen der Form

T(n)=aT(n/b) +f(n)mita=1undb>1

= [(n) beschreibt die Laufzeit eines Algorithmus,
= der ein Problem der Grof3e n in a Teilprobleme zerlegt,
= der jedes der a Teilprobleme rekursiv mit der Laufzeit T(n/b) l0st,
= der f(n) Schritte bendtigt, um die a Teillosungen zusammenzusetzen.
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Mastertheorem

T(n) =aT (%) + f(n)
« Fall1: T(n) € © (n'°&:) falls f(n) € O (n'°%%¢) ¢ >0
. Fall2: T(n) € © (n'°%:%logn) falls f(n) € © (n'°%:2)

« Fall3: T(n) € ©(f(n)) falls f(n) € Q(n!°8o7¢) ¢ >0

(n
f(% <cfn) 0<e<1
n > ng
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Beispiele

« Fall1: T(n) € © (n'°&%) falls f(n) € O (n'°%7¢) € >0

« T'(n) =8T (%) + 1000n
a=8, b=2  f(n)=1000n% log,a = log,8 =3
f(n) € O (n'°8=371) — T'(n) € O(n?)

« T(n)=9T (%) +17n
a=9, b=3, f(n)=17n, log,a=1log;9 =2
f(n) € O (n'°8s?~1) — T'(n) € O(n?)

Universitat Freiburg - Institut fur Informatik - Graphische Datenverarbeitung



Beispiele

. Fall2: T(n) € © (n'°&4logn) falls f(n) € © (n'°%*)

=
=
||

2T (%) + 10n
a=2, b=2, f(n)=10n, log,a=1log,2=1
(n'°822) — T'(n) € ©(nlogn)

=3, f(n)=1, logya =log 51 =0
f(n) € © (n 2 ) — T'(n) € O(n’logn) = O(logn)
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Beispiele

= Fall3: T'(n) € ©(f(n)) falls f(n
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Master-Theorem

lasst sich nicht immer anwenden

« T(n) =2T (%) + nlogn

a=2, b=2, f(n)=nlogn, log,a=1og,2=1
. Fall1: f(n) ¢ O (n'o8227¢)
. Fall2: f(n) ¢ © (n'°8=?)

Fall 3: f(n) ¢ Q (n'°g22+¢)
n log n ist asymptotisch grofRer als n,
aber nicht polynomial grof3er
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Uberblick

= Prinzip

= Maximale Teillsumme
= erste LOosungsansatze
= Teile-und-Herrsche-Ansatz
= Laufzeit

« Rekursionsgleichungen
= Substitutionsmethode
= Rekursionsbaum-Methode
= Mastertheorem

« Produkt von Polynomen nach Karatsuba
= Matrixmultiplikation nach Strassen
= Erstellung eines Spielplans
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Produkt von Polynomen

= Gegeben: Polynome von Grad 2n-1, 2n = 2k Koeffizienten
a(xz) = agx® +arxt + ...+ ag,_12°" 1

b(x) — b().fl?o -+ blxl “+ ...+ bgn_15132n_1
a(z) - b(x)

JZO (aobo)
4+t (a1b0+a0b1)

+2? - (agbg + a1by + agbs)
— .

= Gesucht: ¢(x)

4n—2
+ ) (a2n— 1 b2n— 1 ) Polynome koénnen gegebenenfalls

mit Nullen bis zum Grad 2n-1
aufgefullt werden.

Universitat Freiburg - Institut fur Informatik - Graphische Datenverarbeitung



Produkt von Polynomen

= Naive Implementierung benotigt Q(n?) Grundoperationen.
Jeder Koeffizient von a wird mit jedem Koeffizient von b
multipliziert: 2n-2n Multiplikationen + ? Additionen

« Karatsuba-Algorithmus von 1960 benatigt
O(n '°923) Grundoperationen.

(Anatolii Alexeevich Karatsuba, Mathematische Fakultat, Lomonosov Universitat Moskau)

= Anwendung: Multiplikation langer Zahlen
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ldee 1 T
Zerlegung in zwel kleinere Polynome

« Zerlege das Problem in Teilprobleme halber Grof3e.
= Kombiniere die gelosten Teilprobleme zur Gesamtlosung.
=« Beispiel:
a =Tz’ + 3z + 22% + 623 | N
Polynome mit 2n Koeffizienten
b =52+ 221 + 422 + 823

a =7z + 3z! + 22(22° + 62') = a; + z2ay,
b=52" + 2zt + 2% (42" + 8z1) = b + 22Dy,

Zerlegung in 2 Polynome
mit n Koeffizienten

c=a-b= (a;+ x%ap) - (by + 2°bp,)
=a; - b +x%(a; - by, +ap - b)) + z*(an - by)

Kombiniere 4 Produkte von Polynomen mit n Koeffizienten
zur L6sung des Produkts von Polynomen mit 2n Koeffizienten.
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Laufzeit

= T(2n) =4T (n) + O(n) — T(n) = 4T (2) 4+ O(n)
a=4, b=2, f(n)=0(n), log,a=1log,4=2

= Fall 1 des Mastertheorem: T'(n) € © (nlogb“)
falls £(n) e O (n'ogp2=€) € > 0

f(n) € O (n'&4"1) — T'(n) € O(n?)

= Die Umwandlung des Problems in vier Teilprobleme
halber Grol3e fuhrt nicht zur Effizienzsteigerung.
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ldee 2 - Wiederverwendung
berechneter Produkte

c=a-b=(a;+z"ap) - (b + z"by)
—a; - b + x”(a,l - by, + ap, - bl) -+ CBQn(ah - bh)
A C B
(a1 +an) - (by+bn) =a;-by+a;-by +ap - by +ap - by
a; -bn +ap-by=(a;+ap) (b +bp) —a;-by —ap - by,
effiziente Formulierung von C unter Verwendung von A und B
A=a; b
B =ay - by
C = (a; +apn) - (by + bp)
c= A e xn(c — A — B) T ZC2nB 3 Produkte von Polynomen

mit n Koeffizienten
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Laufzeit

= T(2n) = 3T (n) + O(n) = T'(n) = 3T (%) + O(n)

a, + a, liegt in O(n)
a=3, b=2, f(n) =
=« Fall 1 des Mastertheorem: T

n), logya =log,3 ~ 1,585
n) ( logba)

falls f(n) ( log, a— e) e> 0
f(n) €0 (n1,585—0,585) T(n) € O(n 1,585)

O(
(

= Die Umwandlung des Problems in drei Teilprobleme
halber Grolde bei linearem Aufwand fur die Kombination
der Teilergebnisse fuhrt zur Effizienzsteigerung.
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Pseudocode

= procedure karatsuba (a, b, n)

{

if (n<d) multiply (a, b);

al = lowCoefficients (a);

ah = highCoefficients (a);

bl = lowCoefficients (b);

bh = highCoefficients (b);

A = karatsuba (al, bl, n/2);

B = karatsuba (ah, bh, n/2);

C = karatsuba (al+ah, bl+bh, n/2):

return A + shift(C-A-B,n) + shift(B,2*n);
}
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Beispiel

= Xx=10, n=2 1232 . 0200

et
oD @D @ & G B @ .
<_A+10"2.(C-B-A)+10"4.8__>

0 + 6400 + 240000
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Java-Beispiel E'
far Multiplikation von Binarzahlen

= public static Biglnteger karatsuba (Biginteger x, Bigl nteger vy)
{ stellt sicher, dass bei
int n=Math.max(x.bitLength(),y.bitLength())/2+1,; x und y jeweils 2n Bit

bericksichtigt werden.
if (n<=1500) return x.multiply (y); Trivialfall

Biginteger xH = x.shiftRight (n);
Biginteger xL = x.subtract (xH.shiftLeft(n));
Biginteger yH = y.shiftRight (n);
Biginteger yL =y.subtract (yH.shiftLeft(n));

Biginteger A = karatsuba (xL, yL);
Biginteger B = karatsuba (xH, yH);
Biginteger C = karatsuba (xL.add (xH), yL.add (yH));

Biginteger result = A;
result = result.add (B.shiftLeft(2*n));
C = C.subtract(A); C = C.subtract(B); C = C.shiftLe ft(n);
result = result.add (C);
Wikipedia: Karatsuba-Algorithmus
return result;

} import java.math.Biginteger; // ganze Zahlen beliebiger GroRe (nicht auf 64 Bit beschrankt)
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Shift-Operationen

n Bit n Bit
xH ... xH XL ... xL
= Biginteger xH = x.shiftRight (n);
0..0 xH ... xH

= Biginteger xL = Xx.subtract (xH.shiftLeft(n));

xH ... xH xL ... xL
- xH ... xH 0..0
= 0..0 xL ... xL

xH

X
xH.shiftLeft (n)

xL

Universitat Freiburg - Institut fur Informatik - Graphische Datenverarbeitung



Uberblick

= Prinzip

= Maximale Teillsumme
= erste LOosungsansatze
= Teile-und-Herrsche-Ansatz
= Laufzeit

« Rekursionsgleichungen
= Substitutionsmethode
= Rekursionsbaum-Methode
= Mastertheorem

« Produkt von Polynomen nach Karatsuba
= Matrixmultiplikation nach Strassen
= Erstellung eines Spielplans
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Matrix-Multiplikation

= Matrix A mit | Zeilen und m Spalten
A = (as5),

1=1...l,7=1...m

= Matrix B mit m Zeilen und n Spalten

B = (bij)i—1. mi=1..n

= Produkt C = AB ist eine Matrix mit | Zeilen und n Spalten
C = A-B= (Cij)

1=1...l,7=1...n

L m b - Element der Zeile i und Spalte j ergibt sich
Cij — Zkzl ik * Okj  aus dem Skalarprodukt der Zeile i von A und
der Spalte j von B.
- Spaltenzahl von A = Zeilenzahl von B
- nicht kommutativ
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Beispiel

1 2 3
45 6

( 1-64+2-3+3-0 1-1—|—2-2+3-3)

S W O
W N

4-6+5-34+6-0 4-14+5-2+6-3

12 14
39 32
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Pseudocode - Multiplikation E.
guadratischer Matrizen der Grof3e n

= procedure matrixMultiplikation (a, b, n)

{

om for I=F1 to n do

o) for =1 to n do
{

o(1) cli]j] = O;

O(n?) for k=1 to n do

o(1) clili]=chb]+alijk]*blK][];
}

ow return c;

}

Laufzeit O O(n3)
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Java-Implementierung

public class MatrixMultiplikation {
public static void main(String[] args) {

}
public int[][] matrixMultiplikation(int[][] a, int[ 11l b, int n){

int[][] ¢ = new int[n][n];

for (int i=0;i<n;i++){
for (int j=0;j<n;j++) {
clillj] = O;
for (int k=0; k<n; k++) {
c[i]i] = cfili] + a[ilik] * bIk][];

}
}

return c;

}
}
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ldee 1 E'
Zerlegung in vier Blocke

« Zerlege das Problem in Teilprobleme halber Grof3e.
= Kombiniere die gelosten Teilprobleme zur Gesamtlosung.
= Quadratische Matrizen der Grof3e 2n = 2k

nxn nxn
A- B = Al A2 . Bl BQ Zerlegung in 4 Matrizen
2n X 2n A3 A4 BS B4 mit n x n Elementen
nxn nxn

([ A1-Bi+As-Bs A-By+ Ay By
As - By +As-Bs As3-By+ Ay- By

Kombiniere 8 Produkte von Matrizen mit n x n Elementen
zur Losung des Produkts von Matrizen mit 2n x 2n Elementen.
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Laufzeit

= T(2n) = 8T (n) + O(n*) — T(n) = 8T (%) + O(n?)
a=8, b=2, f(n)=0(n?), log,a=1log,8=3

= Fall 1 des Mastertheorem: T'(n) € © (nlogb“)
falls £(n) e O (n'ogp2=€) € > 0
F(n) € O (n°%:5-1) = T(n) € O(n?)

= Und wieder nichts gewonnen.
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ldee 2 E'
Weniger Produkte berechnen

» Strassen-Algorithmus (1969)

Prof. em. Dr. Volker Strassen, Fak. fiir Mathematik und Informatik, Universitat Konstanz
Py = Ay - (B2 — By)

Pr = (A1 + Ay) - By

Py = (As+ Ay) - By

Py= Ay (Bs — B1)

Ps = (A1 + Ay) - (B1 + Ba)

Ps = (A2 — Ay) - (B3 + By)

P, = ( A — AS) : ( By + Bg) 7 Produkte von Matrizen mit n x n Elementen.

Additionen sind lediglich O(n?).
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ldee 2

HE
|
. |
Weniger Produkte berechnen
L Al A2 Bl BQ
A'B_<A3 A4>'<Bg B4)
o _( ABi+Ay By A1-By+ Ay By
As-By+Ay-By As-By+ Ay- By
7 Produkte = — Ps+ Py — P+ Fe P+ P
P3 + Py Ps+ P, — P — F;

Additionen sind lediglich O(n?)
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Laufzeit

= T(2n) =TT (n) + O(n*) — T(n) = 7T (%) + O(n?)
a=17 b=2, f(n)=0(n?), log,a=1log,7~ 2,807

= Fall 1 des Mastertheorem: T'(n) € © ( logb“)
falls () e O (n'o8:27¢) € > 0

f(n) c 0 (n2,807—0,807) N T(n) c @(n2,807)

« Die Umwandlung des Problems in sieben Teilprobleme
halber Grolde bei quadratischem Aufwand fur die Kom-
bination der Teilergebnisse fuhrt zur Effizienzsteigerung.

Der geringe Unterschied zwischen O(n3) und O(n%8%7) bei gleichzeitig groReren Faktoren bei den
Operationen mit quadratischem Aufwand fiihrt erst bei sehr grol3en Matrizen zu Laufzeitverbesserungen.
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Uberblick

= Prinzip

= Maximale Teillsumme
= erste LOosungsansatze
= Teile-und-Herrsche-Ansatz
= Laufzeit

« Rekursionsgleichungen
= Substitutionsmethode
= Rekursionsbaum-Methode
= Mastertheorem

« Produkt von Polynomen nach Karatsuba
= Matrixmultiplikation nach Strassen
« Erstellung eines Spielplans
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Spielplan fur ein Turnier

n = 2k Spieler

= jeder spielt gegen jeden

jeder soll nur einmal pro Tag spielen
= Turnier dauert n-1 Tage

Beispiel: T, (22 Spieler)

Tag 1 Tag 2 Tag 3
Spieler 1 2 3
Spieler 2 1 4
Spieler 3 4 1
Spieler 4 3 2
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Rekursiver Aufbau

= T,,4 kann aus T, konstruiert werden.
= T, besteht aus n=2% Zeilen und n-1 Spalten
= T,,1 besteht aus 2n=2k*1 Zeilen und n-1+n Spalten

nxn-1 nxn

k+1 —
2n x 2n-1 Uk Zk

nxn-1 nxn

« U =T, +n, zujedem Element in T, wird n addiert

= S, Elemente sind n+1 ... 2n,
zyklisches Verschieben in den Spalten

« Z,, Elemente sind 1 .. n,
zyklisches Verschieben in den Zeilen
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Beispiel

(2 3 4 (6 7 8)
1 4 3 5 8 T
=141 9 V2=1 g 5 ¢
\ 3 2 1 \ 7 6 5 )
/5876\ (1234\
o _| 6587, 2 3 4 1
271 7 6 5 8 271 3 4 1 2
8 7 6 5 ) \4 1 2 3 )

T S Problem wird in ein Teilproblem T L 2
T, — 2 2 halber GréRe zerlegt. Zusammen- 1 — 1
3 — fligen zur Gesamtlosung liegt in
O(n?)
Trivialfall: 21 Spieler
liegt in O(1)
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L aufzeit B

= Fall3: T'(n) € ©(f(n)) falls f(n

« T(n) =T (%) +O(n?)
a=1, b=2 f(n)=0(n?), log,a=1log,1 =0
f(n) € Q (nlog21+2)
2-d- (%)2 <c-d-n?

T(n) € © (n?)
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Uberblick

» Zusammenfassung
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Zusammenfassung

= [eile das Gesamtproblem in kleinere Teilprobleme auf.

= Herrsche Uber die Teilprobleme durch rekursives Losen.
Wenn die Teilprobleme klein sind, |0se sie direkt.

« Verbinde die Losungen der Teilprobleme zur Losung des
Gesamtproblems.

« rekursive Anwendung des Algorithmus auf immer kleiner
werdende Teilprobleme

« direkte Losung eines hinreichend kleinen Teilproblems
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Zusammenfassung

= kann bei konzeptionell schwierigen Problemen hilfreich sein
= LOsung fur den Trivialfall muss bekannt sein
= Aufteilung in Teilprobleme muss moglich sein
=« Kombination der Teillosungen muss moglich sein

= kann effiziente Losungen realisieren

= wenn die Losung des Trivialfalls in O(1) liegt, Aufteilung in Teilproble-
me und Kombination der Teillosungen in O(n) liegt und die Zahl der
Teilprobleme beschrankt ist, liegt der Algorithmus in O( n log n)

= fUr Parallelverarbeitung geeignet
« Teilprobleme werden unabhangig voneinander verarbeitet
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Zusammenfassung

= Definition des Trivialfalls

=« Moglichst kleine direkt zu |6sende Teilprobleme
sind elegant und einfach.

=« Andererseits wird die Effizienz verbessert, wenn schon
relativ grof3e Teilprobleme direkt gelost werden.

= Rekursionstiefe sollte nicht zu grofl werden.

= Aufteilung in Teilprobleme

« Wahl der Anzahl der Teilprobleme und konkrete Aufteilung
kann anspruchsvoll sein.

= Kombination der Teillosungen
« typischerweise konzeptionell anspruchsvoll
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Zusammenfassung

« Laufzeitabschatzung durch Losen von
Rekursionsgleichungen

Trivialfall far n,

_ fo(n) n = ng
T(n)_{a-T(%)+f(n) n > ng
Losung von a Verbinden der

Teilproblemen Teilldsungen
mit reduziertem
Aufwand n/b

= Substitutionsmethode
= Rekursionsbaum-Methode
= Mastertheorem
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Nachstes Thema

= weitere Entwurfstechniken fur Algorithmen
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