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Uberblick

« Einfuhrung

« EinfiUgen und Loschen
Einflgen

= LoOschen
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Motivation

= Suchbaum
« Datenstruktur zur Reprasentation dynamischer Mengen
= unterstutzt insert, search, delete, minimum, maximum,
predecessor, successor

= Grundoperationen im mittleren Fall in O (log n),
was der Baumhohe entspricht. Schlechtester Fall O (n),
wenn der Baum zur linearen Liste degeneriert ist.

= Balancierter Suchbaum

= Insert, delete unterliegen Bedingungen an die
Hohendifferenz von linken und rechten Teilbaumen eines Knotens

= fur jeden Knoten soll die Hohendifferenz von linkem und rechtem
Teilbaum maximal eins sein
= verbessert schlechtesten Fall aller Grundoperationen zu O (log n)
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Balancierte Baume

« Balancierte Baume sind von grol3er Bedeutung,
um die Laufzeit der Grundoperationen zu optimieren

= Implementierung von Einflige- und Loschen-Operation
hangt von verschiedenen Parametern ab

=« Balance-Bedingung
« Hohenbedingung
= Gewichtsbedingung
= Strukturbedingung

= Art des Baums
= Suchbaum
= Bereichsbaum
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AVL-Baum

« Suchbaum mit modifizierten
Einflge- und Entferne-Operationen
zur Einhaltung einer Hohenbedingung

« verhindert Degenerieren des Suchbaums

= Hohenunterschied von linkem und rechtem Teilbaum aller
Knoten des Suchbaums ist maximal eins

« dadurch ist die HOhe des Suchbaums O (log n), womit alle
weiteren Grundoperationen in O (log n) ausfuhrbar sind.

Georgy Maximovich Adelson-Velskii, Yevgeniy Mikhailovich Landis,
An algorithm for the organization of information,
Doklady Akademia Nauk SSSR 1962.
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AVL-Baum

=« Definition:
Ein binarer Suchbaum heif3t AVL-Baum oder
hohenbalanciert, wenn sich fur jeden Knoten die Hohe
seines rechten Teilbaums und die Hohe seines linken
Teillbaums um maximal eins unterscheiden.

= Balance-Grad (Knoten)
= Hohe (rechter Teilbaum) - Hohe (linker Teilbaum)
[14{-1, 0, 1}

. bal (v)=h (T)-h(T)
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Beispiele

= Suchbaume mit Balance-Grad
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AVL-Baum kein AVL-Baum AVL-Baum
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Hohe eines AVL-Baums

= O (logn)oderO(n)?
= Kann der Baum degenerieren ?

AVL-Baum,
obwohl mehrere Ebenen nicht vollstandig sind
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Zusammenhang E'
Knoten / HOhe

= hochstmoglicher Baum fur gegebene Zahl von Knoten ?
= Mminimale Zahl von Knoten bei gegebener Hohe ?

= Mminimale Zahl von Blattern bei gegebener Hohe ?
=« Binarbaum: Zahl der Blatter = Zahl der inneren Knoten + 1

null

null

null

null

5 ) innerer Knoten

Blatt
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AVL-Baum mit H6he h und E'
minimaler Blattzahl
= HOhe 1, 2 Blatter ]Q[ Hohe h+2
= Hohe 2, 3 Blatter
Hohe TL : Hohe TR :

h+1 h

= Hohe 3, 5 Blatter

Blatter (h+2) = Blatter (h) + Blatter (h+1)

Ist minimal:
(] || ] - h(TL) = h - Gesamthohe # h+2
- h(TL) = h+2 - Gesamththe # h+2
- h(TR) = h-1 - kein AVL-Baum
- h(TR) = h+1 - mehr Blatter als bei h(TR) = h
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Minimale Blattzahl

= Ein AVL-Baum der Hohe h
hat mindestens F, ., Blatter

mit
|:O =0 h+1 h | h+2
Fi=1

Freo = Fra + Fy
= F, ist die h-te Fibonacci-Zahl

= Aquivalent zu: Ein AVL-Baum der HShe h
hat mindestens F, ., -1 innere Knoten.
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Hohe eines AVL-Baums

= Die HOhe h eines AVL-Baums mit n Blattern (n-1 inneren
Knoten) ist in O (log n) bzw. h < ¢ - log n, ¢ - konstant .

« Begrundung:

h+-2 h+-2
nZFh+2:%g<(l+2 ) _(1_2\/5) )

n> Fyio~12-1.6"

S

c-logn>h
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Uberblick

« Einfuhrung

» Einfigen und Loschen
Einflgen

= LoOschen
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Problem

« einfaches Einfugen kann AVL-Bedingung verletzen

AVL-Baum e kein AVL-Baum e
nach dem

Einflgen
von 1

@) (12 (@) (12
2 (2
(D

= Baum muss eventuell umstrukturiert werden
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Eigenschaften / Schwierigkeiten

« Mmodifiziertes Einfugen und Loschen
= kann Suchbaumeigenschaft ausnutzen
= Mmuss Suchbaumeigenschaft erhalten

= Mmuss die Hohendifferenz aller Knoten
auf maximal eins begrenzen

= sollte weiterhin in O (log n) ausfuhrbar sein

= Suchen, Maximum, Minimum, Vorganger, Nachfolger

= sind von veranderten Einfuge- und Loschen-Operationen
nicht betroffen, wenn Suchbaumeigenschaft erhalten bleibt
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Implementierung

« Knoten mussen Balance-Grad mitfuhren,
um AVL-Bedingung bei Operationen zu garantieren

« bal (p) =h (p.right) - h (p.left) LI {-1, O, 1}
= Absolute Hohe eines Knotens interessiert nicht. AVL-

Bedingung sagt lediglich etwas tUber den Balance-Grad
aus.

= Einflge- und Loschen-Operationen
= aktualisieren den Balance-Grad fur alle Knoten

= nhehmen Strukturveranderungen am Baum vor,
wenn aktualisierter Balance-Grad U {-1, 0, 1}
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Uberblick

« Einfuhrung

« EinfiUgen und Loschen
Einflgen

= LoOschen

Universitat Freiburg - Institut fur Informatik - Graphische Datenverarbeitung



Fallunterscheidung

« Baum leer
= generiere Knoten mit zwei Blattern ’

=« Balance-Grad ist 0

= Baum ist nicht leer

= generiere Knoten mit zwei Blattern an einem Blatt
mit Vorganger-Knoten p

) Vorganger-Knoten p
mit bal (p) O{-1, 0, 1}

A
\ , /
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Fallunterscheidung

« Zustand vor dem Einflgen

=« Da p Vorganger von einem Blatt ist und bal (p) U {-1, 0, 1},
= linker Nachfolger von p ist Blatt, der rechte nicht (Fall 1: bal (p) = 1)
= rechter Nachfolger von p ist Blatt, der linke nicht (Fall 2: bal (p) = -1)
= beide Nachfolger von p sind Blatter (Fall 3: bal (p) = 0)

\

Fall2 Fall3 Fall 3 Fall 1
\

Fall 3 Fall 3
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Fall 1

« bal(p) =1

= flge inneren Knoten mit Schlussel s und Balance-Grad 0 ein
= aktualisiere Balance-Grad des Vorganger-Knotens p auf bal (p) =0

/

Jq

Hohe des Teilbaums mit
Wurzel p hat sich nicht
verandert. FUr alle
Vorganger ¢ von p
bleibt bal ()
unverandert.

bal (p) = 1 bal (p) =0
vor dem Einfligen nach dem Einfliigen
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Fall 2

« bal (p) = -1
= flge inneren Knoten mit Schlussel s und Balance-Grad 0 ein
= aktualisiere Balance-Grad des Vorganger-Knotens p auf bal (p) =0

; q Hohe des Teilbaums mit
7_ k k Wurzel p hat sich nicht
verandert. Fur alle
— Vorganger ¢ von p
= I (p) =
bal (p) = -1 bal (p) = 0 P bleibt bal (q)
unverandert.

[ s

vor dem Einfligen nach dem Einfligen
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Fall 3

=« bal (p)=0

= flge inneren Knoten mit Schlussel s und Balance-Grad 0 ein

= aktualisiere Balance-Grad des Vorganger-Knotens p auf
bal (p) = 1 oder bal (p) = -1

Q bal (p) =0 bal (p) =-1 bal (p) =1
vor dem Einfligen
nach dem Einfligen, nach dem Einfugen,
Fall a: s < p.key Fall b: s > s.key

= die Hohe des Teilbaums mit Wurzel p wachst um 1. Balance-Grad
far Vorganger-Knoten von p wird ungultig.
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Aktualisierung

der Vorganger von p fur Fall 3

« Funktion upin (p)

lauft von p zur Wurzel
aktualisiert die Balance-Grade der Vorganger-Knoten von p

nimmt ggf. Umstrukturierungen am Baum vor
(sogenannte Rotationen), um AVL-Baum-Eigenschaft
wiederherzustellen

weiss, dass bal (p) U {-1, 1}

(vor dem Einfugen war bal (p) =0)

weiss, dass Hohe des Teilbaums mit Wurzel p um eins
gewachsen ist

weiss, dass Teilbaum mit Wurzel p ein AVL-Baum ist

p kann Wurzel des linken oder des rechten Teilbaums des Vorgangers von p sein.
Im Folgenden wird nur der Fall betrachtet, dass p die Wurzel des linken Teilbaums ist.
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Fall 3.1: bal (g) =1

« Balance-Grad des Vorgangers g von p
Ist vor dem Einflgen 1

Hohe des Teilbaums
bal (q) =1 bal (q) =1 bal (q) =0 mit Wurzel g hat sich
nicht verandert.

s bal (p) =0 bal (p) O {-1, 1} bal (p) O {-1, 1} Fertig.
\

vor dem Einflgen nach dem Einfligen, nach dem Einfligen,
vor upin (p) nach upin (p)
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Fall 3.1: bal (q) = 1

= Vordem Einfugen ist der rechte Teilbaum von g um eins
hoher als der linke Teilbaum.

« Das Einfagen vergroliert die HOhe des linken Teilbaums
um eins.

« Also muss bal (q) von eins auf null korrigiert werden.

= Vorganger von g sind nicht von Anderungen betroffen,
da die Hohe des Teilbaums mit Wurzel g unverandert ist.
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Fall 3.2: bal (q) =0

« Balance-Grad des Vorgangers g von p
Ist vor dem Einfligen 0

| Aufruf von
bal (q) = 0 bal () = 0 bal (q) = -1 upin (@)
Wenn q die
Wurzel ist,
s bal (p) =0 bal (p) U {-1, 1} bal (p) U {-1, 1} fertig .
vor dem Einfligen nach dem Einfligen, nach dem Einfligen,
vor upin (p) nach upin (p)
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Fall 3.2: bal (g) =0

= Vor dem Einfugen sind linker und rechter Teilbaum von g
gleich hoch.

« Das Einfagen vergroliert die HOhe des linken Teilbaums
um eins.

=« Also muss bal (q) von null auf -1 korrigiert werden.

= Vorganger von g sind von Anderungen betroffen,
da sich die HOohe des Teilbaums mit Wurzel g um
eins vergroldert hat.

= Rekursiver Aufruf von upin (q) .
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Fall 3.3: bal (g) =-1

« Balance-Grad des Vorgangers g von p
Ist vor dem Einflugen -1

bal (q) =-1 bal (q) =-1
bal (p) =0 bal (p) U {-1, 1}

vor dem Einfligen nach dem Einfligen,
vor upin (p)

bal (q) = -2

bal (p) O {-1, 1}

nach dem Einfligen,
nach upin (p)

» Verletzung der AVL-Baum-Eigenschaft erfordert

Umstrukturierung des Baums.
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Fall 3.3: bal () =-1 -

= Vordem Einfugen ist der linke Teilbaum von g um eins
hoher als der rechte Teilbaum von q.

« Das Einfagen vergroliert die HOhe des linken Teilbaums
um eins.

» Also ist die Hohendifferenz von linkem und rechten
Teilbaum auf zwei gewachsen, was die AVL-Baum-
Eigenschaft verletzt.

« Umstrukturierung des Baums (Rotation)
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Fall 3.3.1: bal (q)=-1, bal (p)=-1 =z====

= Rotation nach rechts

0 bal (q) = -1

bal (p) =-1 o A
h-1

Durch die Rotation wurde die
Hohe des Teilbaums wieder
auf die Hohe vor dem Einfligen
reduziert.

Dadurch ist keine weitere
Behandlung von Vorgénger-
Knoten durch upin
notwendig.

h-1

Fertig.

h

h-1 h-1

vor der Rotation nach der Rotation
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Fall 3.3.1: bal (q)=-1, bal (p)=-1 ==8=

= Wert von h muss nicht bekannt sein.
= Aus h(1) = h folgt aber h(2)=h(3)=h-1
wegen der Balance-Grade.
» AVL-Eigenschaft ist nach der Rotation erfullt.

= Suchbaum-Eigenschaft bleibt erhalten.
= Schlussel in 1 sind kleiner als x und y
= Schlussel in 2 sind kleiner als y und grolder als x
= Schlussel in 3 sind grolder als x und y
« Xistkleineralsy

= Nach der Rotation ist die Hohe des betrachteten Teilbaums
wieder auf Grofde vor dem Einfugen reduziert.

« Keine weitere Behandlung von Vorgangern notwendig.
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Fall 3.3.2: bal (g)=-1, bal (p)=1

« Situation vor der Umstrukturierung

X o
bal (q) =-1 bal (q) =-1

\ /

N

h-1

A @
bal (1) = bal (r) O {-1,1}
Einflgen vergrof3ert
/ / \ Hohe von Teilbaum mit
Wurzel g um eins.

h2/h1 h-1/h-2

bal (p) =0

vor dem Einfligen nach dem Einfligen,
vor der Umstrukturierung
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Fall 3.3.2: bal (g)=-1, bal (p)=1

= Links-Rotation (x,y), Rechts-Rotation (y,z)

I/*
f{bal (q) =-1
bal (p) = 1 g}é A bal (p) 00 {0,-1}

p bal () D {-1,1} h-1  h2/h1l h1/h2 h-1

Umstrukturierung

nach der Umstrukturierung :
/ verringert Hohe des
Teilbaum um eins.

h2/hl h-1/h-2

bal (r) =0

bal (q) 0 {0,1}

Fertig.
vor der Umstrukturierung
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Fall 3.3.2: bal (g)=-1, bal (p)=1

« Aus h(1) = h-1 und wegen bal (p) folgt:
= h(2) =h-1und h (3) = h-2 nach dem Einfligen oder
=« h(2) =h-2und h (3) = h-1 nach dem Einfagen
» AVL-Eigenschaft ist nach der zweifachen Rotation erfulit.

= Suchbaum-Eigenschaft bleibt erhalten.
= Schlussel in 1 sind kleiner als x, y, z
= Schlussel in 2 sind kleiner als y, z und grofer als x
= Schlussel in 3 sind kleiner als z und grof3er als x, y
= Schlussel in 4 sind groRer als x, y, z
« Xistkleiner als y ist kleiner als z

= Nach der Rotation ist die Hohe des betrachteten Teilbaums
wieder auf Grofde vor dem Einfugen reduziert.

= Keine weitere Behandlung von Vorgangern notwendig.
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Implementierung

= upin (p) muss fur zwei Falle implementiert werden
= p ist linker Teilbaum seines Vorgangers (siehe Folien)
= p ist rechter Teilbaum seines Vorgangers (analog)

= upin (p) wird rekursiv fir maximal O (log n) Knoten
aufgerufen mit O (1) Operationen pro Knoten, wenn alle fur
die Umstrukturierung relevanten Zeiger auf Knoten
bekannt sind

« Laufzeit fur Einfagen

=« O (log n) fur Knoten einfuigen + O (log n) fur Wiederherstellung
des AVL-Baums
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Einflgen - Zusammenfassung

« Einfugen hinter Knoten p

= bal (p) = 1 oder -1: Einfugen und bal (p) aktualisieren,
= HoOhe des Teilbaums mit Wurzel p wurde nicht verandert
= Vorganger von p nicht betroffen

« bal (p) = 0: Einflgen und bal (p) aktualisieren

= Hohe des Teilbaums mit Wurzel p wurde durch das Einfigen
um eins erhoht

= upin (p) aktualisiert bal (q) fur alle Vorgangerknoten q von p
= eventuell Umstrukturierungen in konstanter Laufzeit notwendig
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Beispiel

« Links-Rotation fur (3, 7)
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Beispiel

« Links-Rotation fur (7, 9), Rechts-Rotation fur (9, 10)
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Uberblick

« Einfuhrung

« EinfiUgen und Loschen
Einflgen

= LoOschen
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Loschen im Suchbaum

= 3 Falle
= Fall 1. Knoten hat keine Kinder
= losche Knoten

=« Fall 2. Knoten hat ein Kind

=« losche Knoten p
« Vater von p wird mit Kind von p verbunden

= Fall 3. Knoten hat zwei Kinder
= Knoten p wird durch Nachfolger g von p ersetzt
= Knoten q wird geloscht (Fall 1 oder 2)

Loschen im AVL-Baum muss nur Falle 1 und 2 behandeln.
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Loschen im Suchbaum

” Fall 3 (Nachfolger wird geléscht, Fall 1 oder 2)

()OO OO Q OO e
O O
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Loschen im AVL-Baum

= Balance-Grade mussen fur die
Falle 1 und 2 aktualisiert werden.

= Wenn AVL-Bedingung verletzt ist,
wird der Baum umstrukturiert (Rotation).

bal (m) = 1 Beispiel:

Ldschen von p oder g: bal (m) =0
Ldschen von r: Links-Rotation mit (m, p)

Rekursive Aktualisierung
aller Vorganger bis zur Wurzel.
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Zusammenfassung

= AVL-Baum

= Balancierter Suchbaum

= Insert, delete unterliegen Bedingungen an die
Hohendifferenz von linken und rechten Teilbaumen eines Knotens

= fur jeden Knoten soll die Hohendifferenz von linkem und rechtem
Teilbaum maximal eins sein

= verbessert schlechtesten Fall aller Grundoperationen zu O (log n)
= insert, delete, search, maximum, minimum, ...

« Insert, delete fuhren unter Umstanden
Strukturveranderungen am Baum durch (Rotationen)

= Strukturveranderung in O (log n) - O(1)
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Nachstes Thema

= Algorithmen / Datenstrukturen
= Graphen
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