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Definition Graph

« Graph G ist ein Paar zweier Mengen G = (V, E) mit

= V ={v,, ..., V,1} Menge von n unterschiedlichen Knoten
(Vertices / Vertex)

= E={ey ..., e,.1} Menge von m Kanten mit e; = (v;, v,)
(Edge, Arc)

V={1,2 34,5, 6}

O
o.o'o E={(1,2),(1,5)(2,3), (2 5), (3, 4),
G2

(4,5),(4,6) }

Wikipedia: Graph (Graphentheorie)
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Spezielle Graphen

Wikipedia: Graph (Graphentheorie)

= gerichtet, ungerichtet

= Mmit/ ohne Mehrfachkanten

« zyklisch / azyklisch

= gewichtet / ungewichtet

« kantengewichtet,
knotengewichtet
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Nachbarschatft

= V;und v, sind in einem ungerichteten Graphen benachbart,
wenn (v, v,) U E oder (v, v;) U E

= V; ist Vorganger von v, in einem gerichteten Graphen,
wenn (v, v,) U E

= zwei Kanten sind im ungerichteten Graphen benachbart,
wenn sie einen gemeinsamen Knoten enthalten

= die Menge aller Nachbarn von v, wird als Nachbarschaft
von v; bezeichnet

« analog Vorgangermenge (Eingangsmenge) bzw.
Nachfolgermenge (Ausgangsmenge) im gerichteten
Graphen
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Grad (Valenz)

= ungerichteter Graph
« Grad (v) entspricht Anzahl der Kanten mit (v, w) [0 E oder (w, v) O E
= in einem Graph ohne Mehrfachkanten entspricht
Grad (v) der Zahl der Nachbarn von v
= gerichteter Graph

= analog zum ungerichteten Graph, allerdings Unterscheidung in
Eingangsgrad und Ausgangsgrad
= in einem Graph ohne Mehrfachkanten:

= Eingangsgrad von v entspricht der Zahl der Knoten, fur die
v Nachfolger ist

= Ausgangsgrad von v entspricht der Zahl der Nachfolger von v
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Grad (Valenz)

Wikipedia: Nachbarschaft und Grad in Graphen

Knotengrade in einem ungerichteten Graph Eingangs- und Ausgangsgrade
in einem gerichteten Graph
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Anwendung

= Routenplanung
= kurzester Weg von A nhach B
= kurzeste Rundreise durch A, B, C, ..., A
= Existenz eines Rundwegs (jeder Ort wird genau einmal besucht)

Planung von Fahrplanen
= Wieviel Wasser verkraftet eine Kanalisation?

Planungsprobleme
« AvorB,BvorD,AvorE,DvorE - A, B,C,D, E

Verarbeitung triangulierter Oberflachenreprasentationen
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Konigsberger Brickenproblem -

Wikipedia: Konigsberger Brickenproblem

« Existiert ein Weg, bei dem jede Brucke genau einmal
uberquert wird?

¥\
=
g ¢ 5 3
4
213 3
Karte von Konigsberg vor 1945 schematische Darstellung Graphdarstellung mit

Angabe der Grade / Valenzen
(ungerichtet, ungewichtet,

m Eulerweg: besuche jede Brucke einmal zyklisch, Mehrfachkanten)
« Eulerkreis: Eulerweg, der am Ausgangspunkt endet

= beides existiert im Beispiel nicht
= Eulerweg: kein oder zwei Knoten von ungeradem Grad

= Eulerkreis: alle Knoten von geradem Grad
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Haus vom Nikolaus

Wikipedia: Eulerkreisproblem

1 2

= zwei Knoten von ungeradem Grad,
alle weiteren Knoten von geradem Grad
« Eulerweg existiert
« Eulerkreis existiert nicht
= Knoten von ungeradem Grad mussen Start- und Endpunkt sein
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Routenplanung

Wikipedia: Dijkstra-Algorithmus

« Graphdarstellung des Straldennetzes
« Ermittlung der kilirzesten Distanz zwischen zwei Orten

Graphdarstellung eines
Stral3ennetzes

Kartendarstellung eines Stral3ennetzes
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Geometrische Modellierung

« Bearbeitung / Modellierung von polygonalen Netzen

=« Operationen bendtigen als Eingabe polygonale Netze
mit bestimmten Eigenschaften

Wikipedia:
Computergrafik
(Blender Screenshot)
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Polygon / Polygonales Netz

« Polygon:
= geometrischer Graph Q = (V, E) mit v, ORdd =2
und E = { (v, V4), (V4, Vo), ey (Vo V 1)} /\
= planar, wenn alle Knoten in einer Ebene liegen
= geschlossen, wennv,=v,_, geschlossen,

= einfach, wenn Kanten sich nicht schneiden einfach, planar

= Polygonales Netz
= endliche Menge geschlossener, einfacher Polygone
= Schnitt eingeschlossener Regionen Netz

zweier Polygone ist leer
= Schnitt zweier Polygone ist leer,
ein Knoten oder eine Kante

« Jede Kante ist Teil von
mindestens einem Polygon Netz
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Adjazenzmatrizen

« zur Reprasentation / Implementierung von Graphen

= Matrix A der Grolde n x n mit n = |V| Zahl der Knoten
« a, =1, falls (v, v,) U E oder (v, v;) L E, sonsta, =0

1
s
O30 0
D \(1,

« symmetrisch fur ungerichtete Graphen

1
0
1
0
1

0

0
1
0
1
0

0

0

o ==

) D =k ) ek

0)
0
0
1

0

0)

Wikipedia:
Reprasentation
von Graphen

= in gerichteten Graphen konnen eingehende Kanten (-1)

und ausgehende Kanten (1) unterschieden werden
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Adjazenzmatrizen

=« vergleichsweise ineffizient
= Speicherbedarf von O ( |V|?)

= unabhangig von der Zahl der Kanten
= wegen Initialisierung und Traversierung aller Eintrage der Matrix
liegt die Laufzeit von Operationen Ublicherweise in Q ( |V|?)
= alternative Reprasentation sinnvoll, wenn durchschnittliche

Zahl der Nachbarn (bzw. Nachfolger und Vorganger) klein
gegenuber der Gesamtzahl der Knoten ist

= dunner Graph (im Gegensatz zum dichten Graph)

= In dem Fall ist die Matrix dunn besetzt
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Adjanzenzlisten

= Speichern einer linearen Liste von Kanten fur jeden Knoten

= lineares Feld oder Liste der Grolde |V| (Zahl der Knoten)
mit Zeigern bzw. Referenzen auf lineare Listen, in denen
Nachfolgeknoten von Kanten gespeichert sind

I — Speicherbedarf
1| =23
A O (V] +El)
BT 3146
f i
(646 T
62 445

Saake, Sattler, "Algorithmen und Datenstrukturen"
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Adjazenzlisten

1 2 5] 4 5 ? 7 8
« doppelt verkettet SRR s N N s s e N s e O
= Kanteneintrage S Bl Sl A ) r i r A
enthalten lediglich 7 |
Referenzen auf ik |
Nachfolgeknoten r -
y
’
d

Ottmann, Universitat Freiburg, Informatik 1, SS 2008
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Diskussion

=« Adjazenzmatrizen und Adjazenzlisten sind mogliche

Datenstrukturen zur Reprasentationen von Graphen
(dynamische Mengen)

= Operationen auf Graphen sind unterschiedlich effizient
far verschiedene Reprasentationen

« Einfagen / Loschen von Knoten / Kanten

= Suchen von Knoten / Kanten (Traversieren)
= Suchen von Wegen

« Wahl der Datenstruktur hangt von den
Operationen einer Anwendung ab
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Diskussion - Polygonnetz

= Mmogliche Reprasentationen

« Knotenliste
(Liste von Knoten und Polygonen)

« Kantenliste
(Liste von Knoten, Kanten, Polygonen)

. Winged edge Polygonnetz
(zusatzliches Speichern von Nachbarkanten)
= ZU unterstutzende Suchanfragen
=« Kante - Endpunkte
Kante — Polygone
Kante — Nachbarkanten
Knoten — Kanten
Knoten - Polygone
Polygon - Knoten, Kanten, Nachbarpolygone
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EinfGhrung

= Mmanche Operationen (z. B. Suchen eines Knotens)
mussen alle Knoten eines Graphen besuchen / betrachten

= Vvollstandige Traversierung des Graphen
= unterschiedliche Strategien je nach Anwendung

« Breitensuche (BFS breadth-first search)

=« besuche zunachst alle Nachbarn / Nachfolger eines Knotens und
erst danach die Nachbarn / Nachfolger der Nachbarn / Nachfolger

= Tiefensuche (DFS depth-first search)

= besuche erst die Nachfolger eines Nachfolgers des aktuellen
Knotens, dann weitere Nachfolger des aktuellen Knotens

= weitere Strategien, wenn nicht zwangslaufig der gesamte
Graph durchlaufen werden muss
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Spezialfall Baum

= Breitensuche
= besuche Geschwister eines Knotens vor seinen Kindern

= liefensuche
= besuche Kinder eines Knotens vor seinen Geschwistern

Tiefensuche / Preorder Breitensuche
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Traversieren von Graphen

« Im Gegensatz zu Baumen konnen Zyklen auftreten
=« Mmarkieren von bereits besuchten Knoten
zur Vermeidung von Schleifen
= Hilfs-Datenstruktur zur Verwaltung aller noch zu
besuchenden Nachfolger eines Knotens
= Stapel fur DFS
=« Schlange fur BFS
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Tiefensuche

= rekursive Implementierung
« Initialisierung aller Knoten v mit v.besucht = false

« Tiefensuche (v) {
V. besucht = true;
foreach (Nachfol ger wvon v) do
| f (w. besucht == fal se)
Ti ef ensuche(w) ;
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Tiefensuche

« Implementierung mit einem Stapel S
« Initialisierung aller Knoten v mit v.besucht = false

« Tiefensuche (v) {

S. push(v);
while (!S. enpty) do {
u = S.pop();
| f (u.besucht == false) {

u. besucht = true;
foreach (Nachfol ger w von u) do

S. push(w);
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Beispiel

= push(1), S ={1}

« 1=pop(), 1 besucht, push(2), push(3), push(4)
S={2, 3,4}

= 4 =pop(), 4 besucht, push(d), push(8)
S={2,3,5, 8}

= 8 =pop(), 8 besucht, push(6), push(7)
S={2,3,5,6,7}

= 7/ =pop(), 7 besucht // kein Nachfolger, tue nichts
S={2,3,5,6}

= 6 =pop(), 6 besucht, push(1)

S = {2’ 3’ 5’ 1} Ottmann, Universitat Freiburg,
= 1=pop(), 1 bereits besucht // tue nichts Informatik II, SS 2008

S ={2, 3,5}
= 5 =pop(), 5besucht

S ={2, 3}

Universitat Freiburg - Institut fur Informatik - Graphische Datenverarbeitung



Breitensuche

« Implementierung mit einer Schlange Q
« Initialisierung aller Knoten v mit v.besucht = false

= Breitensuche (v) {
V. besucht = true;
Q enqueue(V);
while (!Qenpty) do {
u = Q dequeue(),;
foreach (Nachfol ger w von u) do
| f (w. besucht == fal se) {
w. besucht = true;
Q enqueue(w);

}
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Beispiel

= eng(1), 1 besucht, Q = {1}

« 1=deq(), enq(2), 2 besucht, enq(3), 3 besucht,
enq(4), 4 besucht, Q = {2, 3, 4}

« 2 =deq() // 4 bereits besucht, tue nichts
Q ={3, 4}

« 3 =deq(), enq(d), 5 besucht, enq(7), 7 besucht
Q={4,5,7}

« 4 =deq(), enq(8), 8 besucht // 5 bereits besucht
Q={5,7, 8}

= 5 =deq() // kein Nachfolger
Q={7, 8}

= 7/ =deq() // kein Nachfolger Ottmann, Universitat Freiburg,
Q= {8} Informatik I, SS 2008

= 8 =deq(), enq(6), 6 besucht // 7 bereits besucht
Q = {6}

= 6 =deq() // tue nichts

« fertig
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Entfernungen
IN ungewichteten Graphen

« alle Kanten haben gleiche Kosten (beispielsweise 1)

« Bestimmung aller Entfernungen zu einem Knoten
(Single-source shortest-path problem)
« Beispiel
« Entfernungen zum Knoten 1
« 1 - 1 (Entfernung 0)
— 2 (Entfernung 1)
— 3 (Entfernung 1)
— 4 (Entfernung 1)
- 4 - 5 (Entfernung 2)
-4 - 8 - 6 (Entfernung 3)
- 4 - 8 - 7 (Entfernung 3)
- 4 - 8 (Entfernung 2)

|
— o — ) ) ) )
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Entfernungen
INn ungewichteter Graph

= Knoten v ist von sich selbst O Schritte entfernt
= Nachfolger von v sind 1 Schritt entfernt

= Knoten der Entfernung j sind Knoten, die von den
in j-1 Schritten entfernten Knoten in genau einem Schritt
erreicht werden konnen

« Realisierung durch Breitensuche
= statt v.besucht wird v.distanz gespeichert

= foreach (w ist Nachfolger von v) do
if (w.distanz == -1) w.distanz = v.distanz + 1;

« Laufzeit O (|V| + |E|) far Adjazenzlisten
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Kurzester Weg

=« Sind Distanzen aller Knoten zu einem Knoten v gegeben,
kann der kurzeste Weg von jedem Knoten zu v angegeben
werden.

« Pfad wird rickwarts rekonstruiert.
« Starte beiu
« Betrachte alle Vorganger / Nachbarn von u

« W ist der Vorganger / Nachbar mit der kleinsten Distanz
- W liegt auf kiirzestem Pfad

= Betrachte alle Vorganger / Nachbarn von w

« Halte, wenn v erreicht
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Entfernungen
In gewichteten Graphen

« Kanten sind mit reelwertigen, nichtnegativen Zahlen
bewertet
=« Kosten, Distanzen, ...

« Beispiel
= 1 - 7 (Kosten 15)
= 1525354595 7(Kosten11) &
« 15 2 - 7 (Kosten 8)

« Im Unterschied zu ungewichteten
Graphen konnen Pfade mit mehr Ottmann, Universitat Freiburg,
Knoten kiirzer sein als Pfade mit informatikc I, SS 2008
weniger Knoten
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Beobachtungen

« verwende bereits bekannte kurzeste Wege
und erweitere sie schrittweise
= funktioniert nur fur nichtnegative Kantengewichte (Terminierung!)

= Optimalitatsprinzip:
Fur jeden kurzesten Weg p = ( v, V4, .., Vi ) VON Vv, nach v,
ist jeder Teilweg p' = (v;, ..., v; ) ein kurzester Weg von v,
hach v,

« Begrundung:
Ware dies nicht so, konnte man den Teilweg ( v, ..., v, )inp
durch einen kurzeren Weg p' ersetzen, um einen neuen
Weg p" = ( vy, V4, -, Vi ) 2zuU erhalten, der kurzer ist als p
— Widerspruch
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Beobachtungen

« 1. Fur kurzesten Weg sp(s, v) und alle Kanten (v,Vv') gilt:
distanz (sp(s,v)) + distanz (v, v') = distanz (sp(s,V'))

« 2. Fur kUrzesten Weg sp(s, v) existiert eine Kante (v,v') mit:
distanz (sp(s,v)) + distanz (v, v') = distanz (sp(s,Vv'"))

zu 1.

Trivial. Jede Distanz zwischen zwei Knoten s und V'

ist groRer oder gleich der minimalen Distanz zwischen
den beiden Knoten.

Zu 2.

Fur mindestens einen Nachfolgerknoten

v' von v muss (v, V') die kiirzeste Distanz
zwischen v und V' darstellen.

distanz (1, 2) = 2 ist optimal, da distanz (1, 7) = 15
und distanz (1, 6) = 9 bereits grofRer als 2 sind und
alle Kantengewichte positiv sind..
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Dijkstra-Algorithmus

Edsger Wybe Dijkstra (1930 - 2002) niederlandischer Informatiker

= Initialisierung:
= alle Knoten v auller Startknoten mit v.distanz = o«
= Startknoten w mit w.distanz = 0
= alle Knoten v mit v.vorganger = nichtlnitialisiert
= alle Knoten v sind Element der Menge M (nicht besuchte Knoten)

= Wiederhole, solange M nicht leer ist
= entferne Knoten v mit minimaler Distanz aus M

= fur alle Nachfolger w von v:
if (v.distanz + distanz(v,w) < w.distanz)
{ w.distanz = v.distanz + distanz(v,w); w.vorganger = v; }
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Beispiel

Wikipedia: Dijkstra-Algorithmus

= Initialisierung
= alle Orte sind in M

Augsburg

MOnchen
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Schritt 1

Wikipedia: Dijkstra-Algorithmus

entferne Frankfurt (v)

Mannheim
« Wurzburg
Kassel

aktualisiere jeweils
Distanz und
Vorganger-Information

w.distanz =
min(w.distanz,
v.distanz + distanz(v,w))

aktualisiere Nachfolger (w)

Mannheim (85)

Frankfurt (0)

73 km

Wirzburg (217)

50 km

Karlsruhe (o00)

Minchen (oo)
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Schritt 2

Wikipedia: Dijkstra-Algorithmus

« entferne Mannheim (v)
(Knoten mit minimaler Distanz,
kurzerer Weg nach Mannheim

nicht mdglich)

« aktualisiere Nachfolger (w)
« Karlsruhe

« aktualisiere jewells
Distanz und
Vorganger-Information

= w.distanz =
min(w.distanz,
v.distanz + distanz(v,w))

Frankfurt (0)

73km

Stuttgart (oo)

Wirzburg (217)

Miinchen (oo)
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Schritt 3 und 4

Wikipedia: Dijkstra-Algorithmus

Frankfurt (0) Frankfurt (0)

Nurnberg (00)

Aufgsburg (415)

Minchen (oo)

Kassel ist Vorganger
von Munchen.,
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Schritt 5 und 6

Wikipedia: Dijkstra-Algorithmus

Frankfurt (0) Frankfurt (O)

17 km

Manheim (B5) Worzburg (217)

103 km 183 km Kassel (173) 103 kmil83 km

Mirnberg (320) urmberg (320)

Aufgsburg (415)

Minchen (675)

320 + 167 =487 <675
Aktualisierung von Minchen
(NUrnberg ist jetzt Vorganger
von Minchen.)
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Schritt 7 und 8

Wikipedia: Dijkstra-Algorithmus

Frankfurt (0) Frankfurt (0)

Manheim (85) Wiirzburg (217) Stuttgart (503)

103 km 183 km Kassel (173)

Kassel (173)

Nirnberg (320)

Miinchen (487)

Miinchen (487)

415 + 84 > 487
Muinchen wird nicht verandert.
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Schritt 9 und 10

Wikipedia: Dijkstra-Algorithmus

Frankfurt (0)

7 e
///:55 km 217 knr

\““»;.3\3 ki

\\\
Worzburg (227) @t:gar—_ {5@ \\\

lﬂﬂ;;

lkasszl (17 3)

Mufgsburg (115]

‘-\
4 km

Stuttgart wird entfernt
(kein Bild).
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Diskussion

= Knoten vin M mit minimaler Distanz

=« zu diesem Knoten kann es keinen kurzeren Weg geben,
da Wege uber alle anderen Knoten in M langer waren
(bei nichtnegativen Kantengewichten)

Entfernung zu Knoten kann auch unendlich sein

= bei unzusammenhangenden Graphen

Menge M durch Prioritatswarteschlange reprasentiert
« effizientes Entfernen des minimalen Elements

= Implementierung durch Minimum-Heap

Zeitkomplexitat bei Verwendung von Adjazenzliste und
Prioritatswarteschlange O ( |V| - log |V| + |E| )

Universitat Freiburg - Institut fur Informatik - Graphische Datenverarbeitung



Zusammenfassung

Graph

« Paar von Knoten- und Kantenmenge
= Reprasentation

« Adjazenzmatrix

« Adjazenzliste

= winged edge

Traversierung

=« liefensuche
= Breitensuche

Kurzester Weg
= Breitensuche fur ungewichtete Graphen
= Dijkstra-Algorithmus fur Graphen mit nicht-negativen Gewichten
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Nachstes Thema

= Algorithmen / Datenstrukturen
= Bereichsbaume
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