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LEHRZIELE

Lehrziele

Nach dem Durcharbeiten sollten Sie verstehen

— wie die wichtigsten graphischen Peripheriegeréte funktionieren und im Prin-
zip aufgebaut sind,

— welche Komponenten zu einem Rastersichtgerat gehoren,

— wie die Komponenten eines Rastersichtgerdtes zusammenarbeiten und wo
die leistungsbestimmenden Stellen sind,

— was Herstellerangaben uber die Leistungsdaten der Displays bedeuten,

— welche Entwicklung in naher Zukunft aufgrund der fortschreitenden Halb-
leitertechnik zu erwarten ist,

— wie bei vorgegebener Anwendung ein hinreichendes System zu konfigurie-
ren ist,

— wie die wichtigsten Algorithmen zum Zeichnen von Geraden, Kreisen, ge-
fullten Dreiecken usw. auf Rasterbildschirmen arbeiten.



Kapitel 1

Einflhrung

Die Graphische Datenverarbeitung (GDV) hat in der Informationstechnologie ei-
nen sehr hohen Stellenwert errungen. Mitverantwortlich dafir sind ihre spekta-
kuldren Merkmale, die sie von anderen Disziplinen der Informatik abheben. Sie
bietet Verfahren und Techniken, um Bilder zu produzieren und zu manipulieren
— wobei die Bilder eine besondere Art der Ausgabe von rechnerinternen Darstel-
lungen sind.

Die Bedeutung des Kommunikationsmediums Bild ist seit Jahren bekannt. Die
vormals noch hohen Kosten fiir graphische Geréte und auflergewdhnliche Rech-
nerbelastungen haben die Verbreitung graphischer Anwendungssysteme verzo-
gert. Erst das fallende Preis—/Leistungsverhéltnis fur die Hardware und die Ver-
wendung standardisierter Software ermdglichen einen wirtschaftlich vertretbaren
Einsatz der Computer-Graphik. Das Gebiet der Graphischen Datenverarbeitung
wird in der Gerétetechnik insbesondere von den USA dominiert. Im Text werden
deshalb gebrauchliche englische Fachausdriicke verwendet.

1.1 Kilassifizierung der Graphischen Datenverarbeitung

AUSGABE Bild Beschreibung
EINGABE
Bild Bildverarbeitung Bildanalyse
Beschreibung generative “andere
Computer-Graphik | DV-Disziplinen”

Abbildung 1.1: Klassifizierung nach Rosenfeld

Die ISO-Definition beschreibt die Graphische Datenverarbeitung (computer gra-
phics) als Methode zur Datenkonvertierung zwischen Rechner und graphischen
Endgeraten: “ Methods and techniques for converting data to and from graphics
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displays via computer ” [ ]. Anhand der in dieser Begriffserklarung enthal-
tenen Komponenten Daten, Sichtgerdt und Rechner wurde die Graphische Da-
tenverarbeitung bereits 10 Jahre zuvor von Rosenfeld [ ] untergliedert (Bild
1.1), und zwar in die Teilgebiete generative Computergraphik (interactive compu-
ter graphics), Bildverarbeitung (image processing) und Bildanalyse (picture ana-

lysis).

1.1.1 Die generative Computer-Graphik

Die generative Computer—Graphik behandelt kinstlich erzeugte Bilder, die in
Form von Bildbeschreibungen (Datenstrukturen) vorliegen und durch den Rech-
ner (d.h. vom Programm) erzeugt werden. Die Daten selbst kdnnen

— vom Benutzer eingegeben sein,
— vom Rechner erzeugt bzw. erfalt worden sein,

— aus Kommandos bzw. Aktionen des Benutzers an einem graphischen Ar-
beitsplatz resultieren.

Die kinstlich erzeugten Bilder kénnen durch Untergliederung in Segmente struk-
turiert werden. Die einzelnen Objekte (Segmente) kdnnen transformiert werden,
d.h. vergroRert, verkleinert, auf der Ausgabeflache gedreht und verschoben wer-
den, unsichtbar geschaltet sein bzw. blinkend dargestellt werden. Zur Vervollstén-
digung der Mensch—Maschine-Schnittstelle sind in der generativen Computer—
Graphik Methoden und Techniken enthalten, die graphische Eingaben (z.B. Posi-
tionseingabe, Objektidentifikation) ermdglichen. In diesem Punkt setzt ein weite-
res Kriterium flr die Untergliederung des Bereiches Computer—Graphik an: man
unterscheidet prinzipiell nach passiven und interaktiven Systemen, wobei passive
Systeme oft als Untermenge der interaktiven Systeme angesehen werden.

1.1.1.1 Passive Systeme

Die passive generative Computer-Graphik konzentriert sich auf Probleme, die die
Ausgabe graphischer Daten stellt. Sie umfalit Ausgabegeréte sowie Ausgabe— und
Darstellungstechniken, die eine permanente Ausgabe auf Papier oder Film ermég-
lichen (z.B. off-line—Plotsysteme). Nach einmaliger Bilderstellung ist keine Ab-
anderung des Bildes mehr mdglich. Dies kann nur durch eine vorherige Umdefi-
nition der Daten und anschlieBende, erneute vollstdndige Bilderzeugung erfolgen
(Bild 1.2).

1.1.1.2 Interaktive graphische Systeme

Als ein interaktives graphisches System bezeichnet man die aus einer Geratekon-
figuration und Programmsystemen bestehenden Systeme, die sich zum einen zur
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Abbildung 1.2: Bildmodifikation bei passiven Systemen

Erzeugung und zur Darstellung graphischer Ausgabe (ahnlich dem passiven Sy-
stem) eignen und dariber hinaus ber Hardware— und Softwarekomponenten ver-
fugen, die eine interaktive Arbeitsweise unterstutzen. Durch interaktive graphi-
sche Systeme wird im Gegensatz zu der passiven Graphik dem Benutzer die M6g-
lichkeit eingerdumt, Bilder bzw. Bildobjekte dynamisch zu beeinflussen (Bild
1.3). Bei solchen Anwendungen stehen Mensch und Maschine in einem Regel-
kreis, der oft mehrfach durchlaufen wird, bis die gewiinschten Resultate erreicht

sind.
Application I nteractive
program system
creates
output —_|
ﬂs . g .
modification
controls . |
input <
reads P

\

Abbildung 1.3: Interaktive graphische Systeme

Die interaktive Graphische Datenverarbeitung umfafit

— Verfahren zur Beschreibung und Speicherung graphischer Daten,

30
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den Transfer von Daten, insbesondere die Eingabe und die Ausgabe graphi-
scher Daten,

die Verarbeitung der Daten, insbesondere aber die Synthese graphischer Da-
ten,

den Entwurf und die Implementierung interaktiver graphischer Systeme und

den Entwurf und die Integration graphischer Datentypen in Programmier-
umgebungen.

1.1.2 Die Bildverarbeitung

Die Bildverarbeitung stellt Methoden und Techniken zur Verfligung, die Darstel-
lung eines Bildes so zu verandern, daB z.B. die menschliche Wahrnehmung den
Informationsgehalt eines Bildes leichter erkennt. Bilder existieren hier a priori und
werden durch Digitalisierung von Photographien, TV-Bildern oder Satellitenbil-
dern gewonnen. Das Ausgabemedium der Bildverarbeitung bestand zunéchst aus
Fernsehmonitoren, spater aus hoéher aufldsenden Rasterbildschirmen. Durch die
Weiterentwicklung der Rastertechnologie und die Preisreduktionen bei Halbleiter-
speichern verstarkte sich der Trend, Rasterdisplays auch flir generative Computer-
Graphik einzusetzen. Eine starkere Anndherung der Gebiete Bildverarbeitung, ge-
nerative Graphik und Bildanalyse erfolgte tiber dieses Darstellungsmedium.

Die Verfahren der Bildverarbeitung arbeiten auf unstrukturierten Bildern. Dies
ist gleichzeitig das wesentliche Unterscheidungsmerkmal zwischen Graphiksyste-
men und Bildverarbeitungssystemen (Bild 1.4). Die verwalteten Daten sind in

Datenstruktur (3D)

generative
Computer— Bildanalyse
graphik
. Bildverarbeitung )
Bild (2D) » Bild (2D)

Abbildung 1.4: Zusammenhang zwischen den Teilgebieten der GDV

der generativen Graphik eine strukturierte Menge von Ausgabeelementen. In der
Bildverarbeitung wird ein Bild als eine Menge von n x m Bildpunkten (Pixel)
angesehen, wobei jedem Bildpunkt ein Grauwert bzw. eine Farbe zugeordnet ist.
Ein Bild besitzt ansonsten keine Struktur. Die Bildverarbeitung wird aus diesem
Grund auch oft als die Anwendung von Algorithmen auf Zahlenfelder betrachtet.
Die Hauptaufgaben der Bildverarbeitung sind:
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— Bildverbesserung, z.B. durch KontrastvergroRerung oder Unterdriickung
von Hintergrundstérungen,

— Bildauswertung, d.h. Grélkenbestimmung, Konturerfassung, Erkennen ty-
pischer Bildeigenschaften,

— Zeichenerkennung, d.h. Herausziehen und Klassifizieren von Bildeigen-
schaften.

1.1.3 Die Bildanalyse

Die Bildanalyse beschéftigt sich mit der Zerlegung eines Bildes in Urbilder, d.h.
in bekannte graphische Objekte (wie Dreiecke, Kreise etc.), so daB bekannte Da-
tenstrukturen aufgebaut werden kénnen. Durch anschlieBenden Vergleich mit be-
kannten Zerlegungen kdnnen Objekte in Bildern erkannt werden.

Die Bildanalyse nutzt dabei Methoden der Bildverarbeitung zur Zerlegung sowie
Techniken der generativen Computer—Graphik zur Komposition der Urbilder. Die-
se Wechselwirkung verdeutlicht das Strukturbild in Bild 1.5.

Graphische Datenverarbeitung

Y Y Y

Computergraphik Bildanalyse Bildverarbeitung

Y
A

Abbildung 1.5: Wechselwirkung zwischen den Teilgebieten der GDV

1.2 Die Entwicklung der Graphischen Datenverarbeitung

Die Entwicklung der Graphischen Datenverarbeitung kann sehr gut anhand ihrer
Meilensteine aufgezeigt werden. Dabei ist klar zu erkennen, daf? die Gerétetechnik
hauptverantwortlich fiir den Bau und die Verbreitung graphischer Systeme ist. Seit
Beginn der Informationstechnologie wurden Zeichnungen (Plots) mit Druckern
erstellt. Um 1950 wurde am MIT [Massachusetts Institute of Technology] zum
ersten Mal eine Kathodenstrahlréhre (CRT) ausschlieRlich fur die Bildausgabe
unter Computersteuerung (Whirlwind) eingesetzt [ ]. In den folgenden Jah-
ren wurden keine nennenswerten Neuerungen in der Computer-Graphik erzielt,
da die damaligen Rechner eher auf das “number crunching” als auf interaktive
Anwendungen ausgerichtet waren. Ende der funfziger Jahre setzte man CRTSs in
Verbindung mit Lichtgriffeln (lightpens) ein, um Punkte auf dem Bildschirm an-
zusprechen. Die interaktive Computer-Graphik beginnt eigentlich erst mit den
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Arbeiten von Sutherland [ ], die das Sketchpad—System beschreiben. In die-
sem System wurden erstmals viele heute noch tbliche Methoden und Techni-
ken zusammengefalt und demonstriert. Datenstrukturen fur Bildhierarchien oder
die Bildkomposition aus graphischen Standardelementen sind heute ebenso ge-
bréuchlich wie Interaktionstechniken fiir Tastatur und Lichtgriffel zur Benutzung
von Menis, die hier erstmals realisiert wurden.

Anforderungen aus den technischen Entwurfs— und Konstruktionsbereichen der
Automobil- und der Flugzeugindustrie (General Motors, Lockhead) fiihrten Mitte
der 60er Jahre zu verstarkten Forschungsanstrengungen, aus denen heraus die er-
sten kommerziellen CAD-/CAM-Systeme der 70er Jahre entstanden. Diese Syste-
me bendtigten teure graphische Geréte und bedingten infolge der groRen Daten-
bestdnde und interaktiven Bildmanipulationstechniken hohe Rechnerbelastungen.
Zudem war die Erstellung und der Einsatz groRer interaktiver Programmsysteme
uniblich fur “Fortran-Batch”—Programmierer und ihr Einsatz dadurch erschwert.
Hinzu kam ferner, daB graphische Software infolge der jeweils unterschiedlichen
Geréte nicht portabel war und da3 bei dem Betrieb neuer Geréte die Anwen-
dungssoftware jeweils in Teilen neu erstellt werden muf3te. Deshalb existieren nur
wenige Installationen.

Die Programmierung von Bildern erfolgte mit graphischen Unterprogrammpake-
ten, die zun&chst als firmeninterne “Standards” (Plot10, CalComp) eingesetzt wa-
ren, bevor sie einen breiten Anwenderkreis eroberten [ ]. Diese Pakete bo-
ten dem Programmierer funktional eine einheitliche Schnittstelle, waren aber in
sehr hohem Male gerdteabhéngig. Gerateunabhéngigkeit zeichnet die Software-
entwicklung und Standardisierung der 80er Jahre aus [ 10 1 [ ]

Die Hardwareentwicklungen gingen in Richtung hochauflésender, billiger Raster-
geréte (z.B. 1280 x 1024 Pixel), die Uber eine Vielzahl von Farbstufungen sowie
tiber héhere graphische Funktionen (Transformationen (Kap. 3), Clipping (Kap.
5)) verfligen. Im Bereich der graphischen Eingabegeréte verliert der Lichtgriffel
zunehmend an Bedeutung. Er wird verstérkt durch kostengunstigere und ergono-
mischere Gerdte (z.B. Maus, Tablett) ersetzt.

1.3 Typische Anwendungen der Graphischen Datenver-
arbeitung

In weiten Bereichen der Industrie, des Managements, in 6ffentlichen Bereichen
wie Verwaltung, Lehre und sogar zu Unterhaltungszwecken werden die Techni-
ken der Graphischen Datenverarbeitung eingesetzt. Die Anzahl der Anwendun-
gen und der Anwendungsklassen steigt standig, nicht zuletzt, weil sich graphi-
sche Ausgabegerdte zu preiswerten Massenprodukten entwickeln. Im folgenden
werden beispielhaft einige typische Einsatzgebiete vorgestellt.
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1.3.1 Plotsysteme zur Zeichnungserstellung

Im Geschéftsbereich, in Wissenschaft und Technik werden 2D- und 3D-Graphik-
systeme verwendet, um z.B. mathematische, physikalische oder wirtschaftliche
Funktionen darzustellen (z.B. Bild 1.6). Die Ergebnisse werden in Form von Hi-
stogrammen, Balkendiagrammen, Funktionengebirgen, Kuchendiagrammen als
Ablaufpléne etc. vorgestellt und dadurch in einer Kklar strukturierten und Uber-
sichtlichen Weise prasentiert. Die Computer—Graphik wird in diesen Bereichen
benutzt, um komplexe Systeme und deren Zusammenhdange zu veranschaulichen
und eine Entscheidungsfindung zu untersttitzen.

Abbildung 1.6: Présentation digital ermittelter Ergebnisse

1.3.2 Kartographie

Graphiksysteme werden zur Erstellung sehr genauer Darstellungen von geologi-
schen und geographischen Daten eingesetzt. Die Ausgabe erfolgt auf Papier bzw.
Filmen. Als Vorteil wird gesehen, dal? aus einer einzigen Datenstruktur mehrfach
Zeichnungen erstellt werden kdnnen und die graphische Grundstruktur entspre-
chend unterschiedlicher, “nichtgraphischer” GroRen zu unterschiedlichen Darstel-
lungen (z.B. in verschiedenen Farben) fuhren kann. Beispiele daflr sind Land-
karten, Liegenschaftskarten, Reliefkarten, Wetterkarten etc. (Bild 1.7 zeigt einen
Ausschnitt aus einer Liegenschaftskarte).

1.3.3 Computerunterstitzter Entwurf

Im Computer Aided Drafting and Design—-Bereich werden interaktive graphische
Systeme eingesetzt, um mechanische oder elektrische Geréte zu entwerfen. In
CAD-Systemen, die als Anwendung eines graphischen Systems zu betrachten
sind, werden Strukturen aufgebaut und verwaltet, wie z.B. Hauser, Automobi-
le, Produktionsanlagen. CAD-Systeme wurden zundchst eingesetzt, um Entwir-
fe zu erstellen und zu zeichnen. In zunehmendem MalRe werden Methoden in
CAD-Systeme eingebracht, die eine Bewertung der Entwiirfe ermdglichen, d.h.
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Abbildung 1.7: Kartographie, Liegenschaftskarte

ihre Korrektheit kann per Simulations- und Testverfahren bereits wéhrend der
Entwurfsphase (berpriift werden. Die Testabldufe und -ergebnisse lassen sich
ebenfalls graphisch darstellen. Aus dem Entwurf lassen sich direkt Stiicklisten
usw. erstellen.

1.3.4 ProzeRuberwachung

In der Prozelisteuerung erfassen Sensoren eine grof’e Anzahl von MefRwerten,
die einer Uberwachungszentrale zugestellt werden. Dort werden sie in die Dar-
stellung des aktuellen ProzeRablaufs eingebracht und tber Kontrollbildschirme
ausgegeben. Kritische Werte bzw. Situationen werden dem Bedienpersonal durch
besondere optische Zeichen (Farben, Blinken etc.) angezeigt. Technische Prozes-
se aus Kraftwerken und chemischen Fabriken, dem Stralenverkehr (Ampelsteue-
rung, Fahrplane) und militérischen Einsatzbereichen u.v.m. werden auf diese Wei-
se kontrolliert und gesteuert.

1.3.5 Simulation, Computer—Animation und Virtuelle Realitat

Prozesse mit einem schnellen Zeitverlauf wie z.B. Deformierungen, chemische
Reaktionen etc. lassen sich simulieren und in einer Folge von berechneten Bildern
auf einem Film ausgeben. Der zeitliche Ablauf einer Deformierung kann dann
durch Auffiihrung des Filmes gezeigt werden. Mit Supercomputern kénnen solche
Darstellungen bereits schon in Echtzeit gewonnen werden.

Flugsimulatoren sind ein Beispiel fur den Einsatz interaktiver graphischer Syste-
me, in denen ein Bild erzeugt und in Abh&ngigkeit von den Bedienerreaktionen
ein “neues”, d.h. ein sich anschlieBendes Bild in Echtzeit erzeugt wird.

Die Computer—Animation ist die moderne Variante des Zeichentrickfilms. In ihr
flieBt das technische Wissen uber photorealistische Bildsynthese, Beschreibung
und Berechnung von Bewegungsabldufen sowie kunstliche Gestaltungsfahigkeit
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zur Produktion synthetischer Filme zusammen. Der heute schon erreichte Lei-
stungsstand wird durch Filme wie ANTZ, DAS GROSSE FRESSEN, TOY STO-
RY oder dem Science-fiction-Film STAR WARS, EPISODE 1, eindrucksvoll do-
kumentiert. Doch auch aus vielen anderen Filmen wie z.B. TITANIC oder selbst
Fernsehserien ("Helicops’) sind durch Computer-Animation erzeugte Szenen nicht
mehr wegzudenken.

Der Begriff “Virtuelle Realitat” (virtual reality) kennzeichnet Graphiksysteme
hochster Leistungsféhigkeit, mit denen in Echtzeit eine physikalische Umgebung,
z.B. ein Molekilverband oder eine Hotelhalle, mit allen wichtigen Effekten be-
rechnet, photorealistisch dargestellt und vom Anwender erlebt werden kann. Hier-
zu wurden neuartige Ein—/Ausgabegerate wie Datenhandschuh, Datenanzug oder
Sichtgeréte (headmounted display) entwickelt. Folgendes Szenario soll das Kon-
zept der virtuellen Realitéat verdeutlichen:

Ein Hotel wurde mit einem CAD-System in allen Einzelheiten entworfen. Der
Architekt legt die speziellen Ein-/Ausgabegerate an und kann nun virtuell durch
das Hotel gehen. Seine aktuelle Position und Blickrichtung wird durch einen Sen-
der dem System permanent mitgeteilt. Die beiden Minifarbsichtgerdte im Helm
vor seinen Augen vermitteln ihm einen korrekten visuellen Eindruck, er kann
Lichtverhéltnisse tberprifen, den Schall seiner Schritte auf dem Marmor héren
und sich, gesteuert durch die Rickstellkrafte im Datenhandschuh, nicht nur den
schonsten, sondern auch den weichsten Apfel am Bufett aussuchen.

Das breite Spektrum der Anwendungsmdoglichkeiten kann wirtschaftlich nicht

durch ein Universalsystem abgedeckt werden. Deshalb werden graphische Syste-

me entsprechend der Anwendung konfiguriert, d.h. aus einer Menge von Hardware-
und Software-Komponenten wéhlt man geeignete aus.

1.4 Modellkonfiguration graphischer Systeme

Die schnelle Hardware-Entwicklung und die Standardisierungsarbeiten im Soft-
warebereich trugen dazu bei, einheitliche Terminologien und Modelle zu finden
und anzuwenden. So wurde auch ein einheitliches Modell (Grundkonfiguration,
Kernsystem) flr graphische Hardware-Software-Systeme entwickelt.

Basierend auf den Grundkonzepten Eingabe (Deuten, Zeigen, Wahlen) und Aus-
gabe (Visualisierung graphischer Datenstrukturen) einigte man sich auf die in
Bild 1.8 dargestellte Basiskonfiguration eines graphischen Systems. Die einzel-
nen Komponenten wie Anwendungssysteme (z.B. Modellierungssysteme, CAD-
Systeme etc.), Graphiksystem (z.B. Java3D, OpenGL, GKS, PHIGS) und graphi-
sche Peripherie (Sichtgerate, Eingabegerédte) werden in den folgenden Kapiteln
naher erdrtert, ebenso wie die Konzepte zur graphischen Ein- und Ausgabe sowie
zur Dialogfuhrung.

Entsprechend den spezifischen Anwendungsanforderungen (z.B. Blrographik, Si-
mulatoren, CAD) werden graphische Systeme konfiguriert.
Auswahlkriterien sind:
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Abbildung 1.8: Basiskonfiguration graphischer Systeme

— fir das Anwendungssystem die Anwendungsproblematik, z.B. Darstellen,
Zeichnen, Entwerfen;

— flr das graphische System eher technische Aspekte wie z.B. 2D-, 3D-Dar-
stellungsverfahren, Interaktion, Sprachanbindung, graphische Darstellungs-
elemente etc.;

— flr die graphischen Gerate die Auflésung, die Darstellungsgeschwindigkeit
und —qualitat, die Farbgebung, die GroRe des Ausgabemediums, logische
und physikalische Schnittstellen.

1.5 Graphische Datenstrukturen und Datentypen

Die Daten innerhalb von Anwendungssystemen, die eine Problemlésung graphisch
ausgeben sollen, sind oft GrolRen und MaRe (reelle Zahlen), die im Kontext mit
dem Anwendungsprozel3 zu interpretieren und darzustellen sind. Beispiele da-
fur sind technische Regelsysteme, in denen Flusse, Temperaturen und Druck etc.
standig gemessen und auf Bildschirmen dargestellt werden, oder auch die Darstel-
lung statistisch erfalRter Daten mittels Diagrammen etc. Anwendungssysteme im
Konstruktions- und Entwurfsbereich bendtigen zusétzlich zur Sichtbarmachung
von Daten die Zusammenfassung von Bildelementen zu Teilbildern und die Iden-
tifikation dieser Teilbilder fir die interaktive Manipulation.

Datenstrukturen kénnen hinsichtlich der Funktionalitat (passiv, interaktiv, 2D, 3D
etc.) der graphischen Systeme und der Anforderungen der Anwendungen unter-
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schieden werden; z.B. bendtigen reine Plotsysteme (passiv) weder Strukturinfor-
mationen noch Identifikationsmerkmale flr Bilder.

Die Datenstrukturen jeder Systemkomponente (Anwendungssystem, graphisches
System, graphische Peripherie) werden im Zuge der Visualisierung auf Daten-
strukturen des jeweils darunter befindlichen Systems abgebildet (Bild 1.9).

application graphics graphics
system device
data ——= "structured"
data data picture
structure structures structures

Abbildung 1.9: Abbildung von graphischen Datenstrukturen

1.5.1 Die Daten des Anwendungssystems — die Modelldaten

Die Datenstrukturen des Anwendungssystems werden als Anwendungsmodell be-
zeichnet. Sie werden i.allg. nicht nur zur graphischen Darstellung, sondern in
weitaus groBerem Male fir Simulationen und Tests verwendet, und zwar mit der
Absicht, Ablaufe zu verstehen, sie sichtbar zu machen, zu lehren und mit ihnen zu
experimentieren. Das Anwendungsmodell enthélt nicht notwendigerweise graphi-
sche Informationen. Diese lassen sich aus den Modelldaten herleiten, wenn man
z.B. die im folgenden aufgefiihrten Modellkomponenten mit einbezieht:

Basisdatenstrukturen,

Regeln fur die Konstruktion strukturierter Daten,

Beziehungen innerhalb von Datenstrukturen, Verbindungen zwischen Da-
tenstrukturen,

Namen und Identifikationsmerkmale.

Aus den Daten des Anwendungsmodells lassen sich zum einen geometrische Da-
ten bzw. graphische Elemente ableiten, zum anderen ermdglichen die Modelldaten
eine Attributierung der graphischen Elemente. Nichtgeometrische Attribute (Li-
nientyp, Farbe) ergeben sich oft aus dem Modellkontext (worauf bei der Ausgabe
Wert gelegt werden soll). Die geometrischen Daten umfassen:

— die Objektart,

— die Objektposition,

— die Objektgrofe,

— die Objektdarstellung (Attribute).
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Topologische Daten sind ebenfalls im Anwendungsmodell enthalten. Sie beschrei-
ben die Zusammenhé&nge zwischen den Objekten eines Bildes: “ist Teilbild von”
oder “ist verbunden mit”.

Sie werden beispielsweise in einer Verbindungsmatrix gehalten, in Prazedenzgra-
phen, Ableitungsbdumen etc. Die topologischen Daten kénnen sehr unterschied-
lich interpretiert werden, z.B. Nachbarschaften bezeichnen, Bildhierarchien kenn-
zeichnen oder aber die einzelnen Daten eines Objektes in Relation zueinander
setzen, z.B. Indizierung von Attributen.

Weiterhin ist Ublicherweise der Abstraktionsgrad der Modelldaten des Anwen-
dungssystems hoher als der des graphischen Systems. Jede Datenstruktur des An-
wendungssystems (z.B. die Front eines Hauses) muf3 sich auf niedrigere Struktu-
ren (graphische Objekte) und diese wiederum auf elementare graphische Ausga-
beeinheiten abbilden lassen (Bild 1.9).

Die Anwendungsmodelle sind hdufig hierarchisch aufgebaut. Ausgehend von ei-
ner Grundmenge von (Standard-) Komponenten werden Objekte hoherer Ord-
nung definiert. Nur die wenigen Komponenten der Grundmenge sind monoli-
thisch. Eine Abanderung eines derartigen Grundelementes verandert seine Dar-
stellung in allen Bildern des Anwendungssystems, die es verwenden. Neben den
hierarchischen Datenstrukturen werden in den Anwendungen haufig Listen— und
Ringstrukturen verwendet, die den Objektzusammenhang beschreiben und Bilder
als eine lineare Verkettung von Grundelementen ausweisen.

1.5.2 Die Datenstrukturen des graphischen Systems

Graphische Systeme erzeugen Bilder aus graphischen Objekten. Diese Bildkom-
ponenten (Teilbilder) sind mit bestimmten Eigenschaften versehen. Auf diesen
Objekten ist eine durch das graphische System definierte Menge graphischer Ope-
rationen ausfuhrbar, die diese Objekte in ihrer Darstellung verédndern konnen.

Eigenschaften sind:

Sichtbarkeit,

Identifizierbarkeit,

Farbe/Grauwerte,

Prioritaten (z.B. um dicht beieinanderliegende Objekte eindeutig anspre-
chen zu koénnen).

Operationen werden im allgemeinen auf das gesamte Objekt, d.h. auf alle in ihm
enthaltenen Unterstrukturen, in gleicher Weise ausgefihrt. Sie kdnnen wie folgt
festgelegt sein:

— Erzeugen von Objekten,

— Loschen von Objekten,
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Namensgebung, —anderung,

Kopieren, Einsetzen von Objekten,

Transformieren von Objekten,

Andern der Eigenschaften.

Ein graphisches Objekt kann aus weiteren, weniger komplizierten Objekten zu-
sammengesetzt sein. Die Zerlegung eines Objektes in immer kleinere graphische
Objekte kann jedoch nicht beliebig fortgesetzt werden. Dieser Prozel3 ist endlich,
es werden irgendwann einmal graphische Objekte erreicht, die sich nicht wei-
ter zerlegen lassen. Diese kleinsten, unteilbaren graphischen Objekte, graphische
Primitiva genannt, werden je nach der Art der graphischen Daten verschieden
dargestellt. In Strichzeichnungen technischer Natur z.B. sind es Geraden— und
Kurvenabschnitte. Entsprechend den zu verarbeitenden Primitiva kann man die
generative Computergraphik weiter unterscheiden, und zwar nach:

Vektorgraphik:
In diesem Zweig werden ausschliefflich Geraden bzw. Geradenabschnitte
als Primitiva fir die graphische Darstellung herangezogen.

— Strichgraphik:
Primitiva sind sowohl Geradenabschnitte wie auch Kurvenabschnitte.

— Flachengraphik:
Grundelemente sind Flachen bzw. Teilflachen mit unterschiedlichen Grau-
stufen oder Farbwerten.

— 2D-Graphik:
(2-dimensional) befafit sich mit der Darstellung von 2D-Objekten.

— 3D-Graphik:
beschéftigt sich mit der 2D-Darstellung von 3D-Objekten.

— Rastergraphik:
Primitivum ist der Bildpunkt = picture element = pixel.

Aus geratetechnischer Sicht gibt es heute nur noch Rastergraphik. Man unter-
scheidet dann noch zwischen 2D- und 3D-Graphik.

Die Objekterzeugung aus Primitiva ist zundchst einstufig hierarchisch [ 1,
sie kann aber mehrstufig hierarchisch werden durch stufenweise Objekterstellung
aus bereits erstellten Objekten [ ].

Allen graphischen Systemen ist eine gewisse Menge von Primitiva gleich. Sobald
ein System gerateunabhdangig ist, mul es sowohl Elemente der Vektorgraphik als
auch der Rastergraphik in sich vereinen.
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1.5.2.1 Graphische Datentypen

Basisdatentyp fur alle graphischen Primitiva ist der PUNKT in einem Koordinaten-
system bzw. eine Position, eine Lage etc. Je nach Dimension des Koordinatensy-
stems unterscheidet man 2D- und 3D-Punkte (Bild 1.10). Ein Punkt P wird durch
seine x—, y— und z—-Komponenten festgelegt, die jeweils den Abstand des Punktes
vom Ursprung des Koordinatensystems angeben. Ein 2D-Punkt kann als Son-
derfall eines 3D-Punktes angesehen werden, bei dem die z—Koordinate konstant
(= 0) gewahlt ist, d.h. die Ebene z = 0 bezeichnet tblicherweise ein 2D-System.

Y

Abbildung 1.10: Der Punkt als graphischer Basisdatentyp

Der Datentyp PUNKT wird in einer Programmiersprache entsprechend seinen Ko-
ordinaten aus 2 bzw. 3 Real— oder Integer-Werten dargestellt (sofern keine méchti-
geren Sprachmittel zur Verfugung stehen):

type POINT-3: real X type POINT-2: real X
real Y real Y;
real Z;

oder auch P(X,Y,Z) und P(X,Y). Weitere graphische Datentypen basieren auf
Punkten, um die Position (Lage) eines graphischen Primitivums im definierten
Koordinatensystem und seine GroRe festzulegen. Beispiele daflr sind (siehe auch
Bild 1.11):

— Linien oder Vektoren
als kiirzeste Entfernung zweier Punkte P, und P».

— Texte
werden durch eine Anfangsposition und eine Zeichenfolge beschrieben, zu-
séatzlich sind oft geometrische Attribute definierbar wie z.B. Schreibrich-
tung, ZeichengrofRe etc.

— Polygone
stellen eine Linienfolge aus (n — 1) aneinanderhédngenden Linien zwischen
n Punkten (P;...P,) dar.

— Rechtecke
konnen als geschlossene Polygone aus jeweils 4 Punkten erzeugt werden.
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Liegt das Rechteck parallel zu den Koordinatenachsen, so genigt die An-
gabe der Diagonalen (2 Punkte).

— Dreiecke
lassen sich durch ihre Eckpunkte definieren.

- Kreise
lassen sich durch Mittelpunkt und Kreispunkt, durch Mittelpunkt und Ra-
dius oder durch 3 Kreispunkte definieren.

— Flachen
lassen sich als zu fullende Rechtecke, Dreiecke, geschlossene Polygone etc.
definieren.

Prinzipiell lassen sich alle Objekte der Computergraphik, beginnend mit einfachen
Primitiva (z.B. Punkte, Linien) bis hin zu Korpern (z.B. Wirfel) durch Punkte be-
schreiben, deren Relationen dem erzeugenden System bekannt sind (wie bei Pri-
mitiva) oder ihm mitgeteilt werden (z.B. durch eine Kantenliste).

O E @Yy

Polyline Polymarker Circle Rectangle
Rhombus Hexagon Data Base Display User  Connection

Abbildung 1.11: Graphische Primitiva und héhere Objekte

Die Algorithmen eines graphischen Systems, das unterschiedliche Darstellungen
eines graphischen Objektes zuldft, missen sicherstellen, da semantisch gleiche
Objektdefinitionen auch zu gleichen Bildern fiihren.

Man hat sich im Zuge der Standardisierung graphischer Systeme auf einen Stan-
dardsatz (Minimalsatz) graphischer Primitiva geeinigt, mit dem es mdglich ist,
2D-Bilder zu programmieren bzw. 3D-Szenen graphisch darzustellen (d.h. auf
2D-Bildschirmgeréten sichtbar zu machen):

Punkte bzw. Markierungen,

Linien, Linienziige (Polygone),

Flachen,

Text,

Punktmengen (meist rechteckige Felder von Bildpunkten).
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1.5.3 Datenstrukturen und Datentypen graphischer Gerate

Bei der graphischen Ausgabe werden die im Anwendungsmodell enthaltenen gra-
phischen Objekte zunédchst auf Daten des graphischen Systems abgebildet (Bild
1.12), bevor sie dann in der ndchsten Umsetzungsphase auf Daten des angesteu-
erten graphischen Gerétes abgebildet werden. Bei diesem Abbildungsprozel kén-
nen jeweils hochstens gleichméchtige Datenstrukturen der Zielsysteme verwendet
werden. In den meisten Fallen wird jedoch eine Abbildung auf niedrigere Struk-
turen erfolgen (z.B. Kreis auf eine Folge von Linien des Kreisumfangs) und damit
auch Strukturinformation der Modelldaten verloren gehen. Ein Ausnutzen hohe-
rer Datenstrukturen des Zielsystems ist nur bedingt maoglich (z.B. Adressierung
spezieller Geréteeigenschaften wie Splinegeneratoren).

graphisches graphisches
Anwendung System Gerit
, D RN N AR
’ \
1 1
\ 1
\ 1
~ /
~N_ -7 e .
g(f(circle)) =g(closed_polygon) = (set_of_pixels)

Abbildung 1.12: Verlust von Strukturinformation bei der Abbildung von Modelldaten auf
Geratedaten

Elementare Datentypen von Geréten sind dabei ein zweidimensionales Feld von
Rasterpunkten bzw. eine sequentielle Liste, bestehend aus sogenannten “move and
draw”-Befehlsfolgen. Ein Rasterpunkt bzw. eine “move-to”-Koordinate ist dabei
eine Festpunktzahl aus einem endlichen Zahlenbereich, der der Gerateauflésung
entspricht (z.B. 0...1023).

Basierend auf diesen beiden elementaren Bilddatenstrukturen verfiigen heutige
Geréte Uber weitaus hohere logische Schnittstellen. Diese ermdglichen oft ein
Ansteuern der Geréte auf der Ebene der vorgestellten graphischen Primitiva. Die
Geréte fuhren oft selbst die zur Darstellung notwendigen Transformationen und
Attributanbindungen durch, so daR — aus Systemprogrammierersicht — die Da-
tenstrukturen und Datentypen von graphischen Geréten sich an die in “Kernsyste-
men” (Standards) festgelegten Typen annéhern.

1.5.4 Datentypen der graphischen Eingabe

Bei der Darstellung der im Anwendungssystem definierten Modelle bedient man
sich graphischer Objekte und Primitiva. Fur die Programmierung von Dialogen,
d.h. Aktionen (Ausgaben) und Reaktionen (Benutzereingaben) werden ebenso
Datentypen ben6tigt, aus denen unterschiedliche Eingaben (wie z.B. Deuten, Zei-
gen, Wahlen, Benennen etc.) herzuleiten sind.

Die Eingabegeréte selbst liefern physikalische Eingabewerte, die auf der Gerateebe-
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ne zunéchst noch nicht unmittelbar mit der erzeugten Ausgabe in Zusammenhang
zu setzen sind, da die erzeugte Ausgabe und die Eingabe physikalisch haufig von-
einander entkoppelt sind. Die Geréte liefern beispielsweise zwei Festpunktzahlen
(in einem bestimmten Bereich), eine Festpunktzahl, eine Speicheradresse oder
eine Zeichenfolge. Diese Daten sind zunéchst einmal in einen lokalen Kontext
(Bild 1.13) zu bringen, der z.B. eine Position auf dem Bildschirm bezeichnet,
Cursor-, Text- oder Kommandoeingabe bedeutet. Durch Interpretation und Zuhil-
fenahme von Ausgabedatenstrukturen kann man die physikalischen Eingaben un-
terschiedlichen Kontexten zuordnen (“was wollte der Benutzer haben) und somit
logische Eingabedaten erzeugen (Position im kartesischen Anwendungskoordi-
natensystem, eine Auswahl, einen Objektnamen, einen String etc.). Das Anwen-
dungssystem entscheidet daraufhin, in welchen Anwendungskontext die erfolgten
logischen Eingaben zu bringen sind. Ein Text oder eine Auswahl kann beispiels-
weise auf der Ebene der Anwendung als ein Kommando interpretiert werden.

user physical physical graphics application
input out/in system system
command
construct | 2—integer | address | object name
delete 1-integer value position command
select | characters | position text parameter
string selection

Abbildung 1.13: Kontextabhangige Interpretation der Eingabe

1.6 Graphische Programmiersprachen

Eine graphische Programmiersprache (auch Graphiksprache) ist eine Program-
miersprache, die die Bearbeitung, Verarbeitung, Speicherung, die Ein— und die
Ausgabe graphischer Daten ermdglicht. Programmiersprachen unterscheidet man
ublicherweise nach verschiedenen Sprachebenen:

— Maschinensprachen,
— Programmiersprachen, und zwar

— maschinenorientiert (Assemblierersprachen),
— problemorientiert (héhere Sprachen),

— benutzerorientiert (Dialogsprachen),

— Kommandosprachen.

Graphische Sprachen lassen sich ebenfalls in diese Ebenen untergliedern: Die Ma-
schinensprache eines graphischen Systems bzw. eines graphischen Gerates umfal3t
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den Befehlsvorrat, der durch den Entwurf festgelegt ist (bei Geréaten oft "escape’-
Sequenzen). Das installierte Graphiksystem kann nicht die Eigenheiten eines je-
den Endgerates unmittelbar nutzen, eine Anpassung der Endgeréte an eine ge-
meinsame Schnittstelle (Metasprache) ist notwendig.

Problemorientierte graphische Sprachen konnen realisiert werden durch:

ein Unterprogrammpaket einer algorithmischen Sprache,

eine eigenstandige Programmiersprache,

Erweiterung einer algorithmischen Sprache mit Compilererweiterung,

Erweiterung einer algorithmischen Sprache durch Einsatz eines Precompi-
lers oder

Einsatz einer erweiterbaren Programmiersprache.

Um graphische Daten auf der Ebene einer problemorientierten Sprache verarbei-
ten zu konnen, ist es naheliegend, eine Graphiksprache in Form eines Unterpro-
grammpaketes (Graphikbibliothek) mit Hilfe einer existierenden Programmier-
sprache zu implementieren. Fest umrissene Aufgaben wie Eingabe, Ausgabe und
graphische Operationen werden einer oder mehreren Prozeduren zugeordnet. Die
graphische Sprache selbst ist in diesem Fall nur indirekt definiert. Ein Leitfaden
beschreibt die im System gegebenen Unterprogramme mit Namen, Art, Funkiti-
on und deren zugeordneten Parameterlisten und gibt Anwendungsbeispiele (z.B.

[ LI D

Die Nachteile einer derartigen graphischen Sprachdefinition liegen in der Kom-
plexitat des Unterprogrammpaketes begrindet. Es ist nicht ganz einfach, sich fur
die Programmierung die Prozeduren mit Parameteranzahl und —typen, Datentrans-
ferrichtung usw. zu merken und alle Mdoglichkeiten auszuschopfen.

Eigenstandige graphische Programmiersprachen umgehen die oben angefiihrten
Nachteile, sie mussen allerdings alle erforderlichen algorithmischen Eigenschaf-
ten einer Sprache einschlieRen. Eine solche Sprache muR direkt definiert sein, d.h.
graphische Zuweisungen, graphische Ein-/Ausgabe und sonstige graphische Ope-
rationen missen explizit vorhanden sein. Die Aufgabe ist hier die Definition einer
graphischen Sprache durch Syntax und Semantik, die den Bau eines speziellen
Compilers ermdglichen. Da zusatzlich zu den graphischen Elementen die algo-
rithmischen Elemente miteinzubeziehen sind, ist eine derartige Sprachdefinition
eine recht komplexe Aufgabe.

Die Erweiterung einer bestehenden algorithmischen Sprache ist ein bislang hau-
fig praktizierter Vorschlag zur Implementierung einer graphischen Sprache. Die
Erweiterung einer Wirtssprache kann auf zwei Weisen erfolgen: entweder durch
Erweiterung des vorhandenen Sprachcompilers oder durch Einsatz eines Precom-
pilers, der die Spracherweiterungen auf die Konstrukte der Wirtssprache abbil-
det. Der erste Weg setzt gute Kenntnisse des zu verwendenden Compilers voraus,
der zweite bedingt eine zweiphasige Verarbeitung der erstellten Programme, be-
stehend aus der Precompilierung mit anschlieender Compilierung. Erweiterbare
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Sprachen erlauben die Definition neuer Datentypen durch Spezifikation der in-
ternen Darstellung von Daten und ihrer Operationen. Es ist somit mdglich, eine
einheitliche graphische Sprache aus einem erweiterbaren Sprachkern zu definie-
ren.

Zur Erstellung von dreidimensionalen Graphik-Anwendungen werden haufig Gra-
phik-Softwarebibliotheken benlitzt. Diese bestehen aus Prozeduren zur Darstel-
lung von dreidimensionalen virtuellen Objekten.

Zur Zeit ist die Schnittstellendefinition OpenGL [ ] ein de facto Standard
zur Erstellung von Graphik-Anwendungen. OpenGL definiert nur die Schnittstel-
le zu einer Graphik-Softwarebibliothek, das heilt die Prozedurdeklarationen, je-
doch nicht deren Implementierung. Zu OpenGL sind von verschiedenen Firmen
und Organisationen Implementierungen fur Unix/Linux-, Windows-, MacOS- und
andere Systeme erhaltlich. Mit Hilfe von Prozeduraufrufen einer OpenGL-Imple-
mentierung lassen sich Graphik-Anwendungen effizient erstellen. Fir OpenGL ist
ein Gremium aus Vertretern von Soft- und Hardware-Firmen verantwortlich.
Eine OpenGL-Implementierung stellt Prozeduren zur Darstellung von Linien und
Polygonen zur Verfigung. Will man beispielsweise mit einer OpenGL-Implemen-
tierung eine Kugel definieren und anschlieBend von der OpenGL-Implementier-
ung darstellen lassen, muf} man zuvor die Kugeloberflache aus Dreiecken mo-
dellieren. Alle Dreiecke zusammen miissen eine annahernd kugelférmige Flache
ergeben. Erst die einzelnen Dreiecke lassen sich dann durch den Aufruf entspre-
chender Prozeduren einer OpenGL-Implementierung auf dem Bildschirm darstel-
len.

Um solche Korper einfacher definieren zu kénnen, werden deshalb in der Re-
gel weitere Graphik-Softwarebibliotheken benutzt, die auf einer OpenGL-Imple-
mentierung aufsetzen. Mit ihnen kann eine Kugel durch ihren Mittelpunkt und
Radius definiert werden. Ein solche Softwarebibliothek zerlegt selbstandig die
Kugeloberflache in Dreiecke. Anschliefend ruft die Softwarebibliothek Funktio-
nen der OpenGL-Implementierung auf, welche die Dreiecke auf dem Bildschirm
darstellen. Eine leicht zu bedienende Graphik-Softwarebibliothek ist Java3D. Fir
Java3D ist die Firma Sun verantwortlich.

1.7 Ausblick

Die Graphische Datenverarbeitung wird auch in den kommenden Jahren von den
Leistungssteigerungen der Mikroelektronik neue Entwicklungsimpulse erhalten.
Wo frilher Leistungsangaben mit M(10°8) wie z.B. Megabyte begannen, steht heu-
te fast tiberall ein G(10°) firr Giga... . Damit sind die Voraussetzungen geschaffen,
auch volumenorientierte Graphik gerdtetechnisch zu unterstiitzen. Speicher mit
einem Volumen von 24 x 10243 sind kostengiinstig zu realisieren. Der Weg von
der Vektor— Uber die Flachen— zur Volumengraphik ist vorgezeichnet. Wichtige
Anwendungen der Medizin (siehe Bild 1.14) und des wissenschaftlichen Rech-
nens nutzen die Volumengraphik seit geraumer Zeit [ 1.
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Abbildung 1.14: Stereotaxieplanung mit Volumengraphik



Kapitel 2

Rastertechnik

Graphiksysteme zeichnen sich gegeniiber “normalen” Computersystemen durch

spezielle Peripherie zur graphischen Ein—/Ausgabe, durch Spezialrechner (Display—

Prozessor) zur Berechnung spezieller Graphikfunktionen und durch ihren Echt-
zeitcharakter mit hohen Anforderungen an das Interaktionsvermdégen aus. In die-
ser Lehreinheit werden, ausgehend von den Peripheriegeréten, alle Hardwarekom-
ponenten eines Graphischen Systems betrachtet. Dabei konzentrieren wir uns auf
Rastergeréate und schlielen die Behandlung von Rasteralgorithmen zum Zeichnen
der graphischen Primitiva mit ein.

2.1 Das Sichtgerat (Display)

Das Sichtgerat mit dem Bildschirm ist die dominierende Komponente des gra-
phischen Arbeitsplatzes, uber die der graphische Dialog zwischen Benutzer und
Anwendungsprogramm groftenteils abgewickelt wird. Die Kathodenstrahlréhre
(CRT = Cathode Ray Tube ) hat sich seit den Anfangen der Graphischen Daten-
verarbeitung trotz vieler neuer Technologien als meist angewandtes Ausgabegeréat
behauptet. Die Griinde hierfir liegen u.a. in folgenden Vorteilen:

hohe Auflsung,

einfache Adressierung,

volle Farbtichtigkeit,

niedriger Preis bei hoher Zuverlassigkeit.

2.1.1 Die Kathodenstrahlrohre

Die Kathodenstrahlrohre (CRT) wird sowohl in Vektor— oder kalligraphischen
Sichtgeraten (Oszilloskop—Prinzip mit wahlfreier x-y—Positionierung) als auch in
Rastersichtgeraten (z.B. nach dem Fernsehrasterprinzip) eingesetzt. Bild 2.1 zeigt

Kathodenstrahlréhre = CRT

\orteile
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Prinzipielle Wirkungsweise

stark schematisiert den Aufbau einer Kathodenstrahlrghre. Sie besteht aus einer
Hochvakuumréhre mit Strahlerzeugung, Fokussierung, Beschleunigung, Ablen-
kung und Phosphorschicht.

Strahlerzeugung

Steuergitter
Beschleunigung

Ablenkung

Abbildung 2.1: Aufbau einer Kathodenstrahlréhre

Die Strahlerzeugung wird durch eine beheizte Kathode mit Steuergitter (Wehnelt-
zylinder) gebildet.

Das Steuergitter erlaubt eine Strahlmodulation, mit der die Helligkeit des Bildes
eingestellt werden kann. Die Fokussierung ist ein magnetisches oder elektrosta-
tisches elektronenoptisches System und wirkt auf das aus der Kathode austreten-
de Elektronenbiindel wie ein Linsensystem. Es blindelt die Elektronen und formt
aus ihnen einen feinen Elektronenstrahl. Die Beschleunigung entsteht in einem
elektrischen Feld und wird durch eine oder mehrere Anoden meist im Bereich
der Fokussierung gebildet. Der Elektronenstrahl trifft jedoch nicht auf die Anode,
sondern tritt durch ein Loch in ihr in das Ablenkungssystem ein. Dies kann elek-
trostatisch durch Ablenkplatten oder iber Ablenkspulen elektromagnetisch ausge-
flhrt sein. In jedem Fall wird der Elektronenstrahl entsprechend den angelegten
Ablenkspannungen bzw. entsprechend den flieBenden Ablenkstrémen abgelenkt,
damit er an der gewinschten Stelle auf den Bildschirm trifft und die dort be-
findliche Bildphosphorschicht zum Leuchten bringt. Die Ablenkung erfolgt unab-
hangig voneinander in zwei orthogonalen Richtungen. Es kdnnen also Intensitét,
horizontale und vertikale Position gesteuert werden.

Die meisten Sichtgeréte, z.B. auch die Fernsehmonitore, arbeiten mit elektromag-
netischer Ablenkung, da die Magnetspulen auferhalb des Glaskolbens angeordnet
werden konnen.



2.1.1 DIE KATHODENSTRAHLROHRE

23

2.1.1.1 Phosphor und Persistenz (Nachleuchtdauer)

Der Bildschirm ist mit einem Phosphor belegt, der beim Auftreffen des Elektro-
nenstrahls Licht emittiert (Fluoreszenz). Nach dem Abschalten des Elektronen-
strahls wird mit abnehmender Helligkeit einige Zeit weiter Licht emittiert (Phos-
phoreszenz). Die Nachleuchtdauer (Persistenz) ist bei der Auswahl einer Bildréh-
re neben der Farbe und der Helligkeit von groRter Wichtigkeit. Sie bestimmt, wie
oft das Bild regeneriert, d.h. wiederholt werden muR, damit der Benutzer den Ein-
druck eines stehenden, flimmerfreien Bildes erhélt.

Leuchtdichte

90%

10% -

. Zeit
< 5>‘ Persistenz
Ansprechzeit

Fluoreszenz>< Phosphoreszenz

Abbildung 2.2: Zeitverlauf der Lichtemission des Phosphors

Die Bildwiederholfrequenz liegt bei Sichtgeraten zwischen 30 und 80 Bildern pro
sec. (beim Kino 24 Bilder pro sec.). Sie ist u.a. vom verwendeten Phosphor abhén-
gig. GroRe Bildwiederholfrequenz und kurze Nachleuchtdauer bedeuten, daf fur
den Aufbau jedes einzelnen Bildes wenig Zeit zur Verfligung steht. Die darstell-
bare Information ist dann gering. Eine kleine Bildwiederholfrequenz und grofe
Nachleuchtdauer haben Schlierenbildung bei bewegten Gegensténden zur Folge,
man sieht “Geisterbilder”.

Ebenfalls grof3en EinfluR darauf, ob ein Beobachter ein Bild als flimmerfrei emp-
findet, haben Helligkeit, Struktur und Farbe des Bildes sowie die umgebende
Raumbeleuchtung. Zudem ist die “Flimmerfrei”~Frequenz sehr von der Person
des Beobachters abhéngig. Deshalb werden heute meist Bildwiederholfrequenzen
oberhalb von 60 Hz verwendet.

Der Zwang zur Bildwiederholung hat die Entwicklung der GDV wesentlich beein-
flut. Einerseits ist die Bildwiederholung mit einem Zentralrechner sehr unwirt-
schaftlich, weshalb immer neue Varianten von Displayprozessoren zur Lésung
dieses Problems entwickelt wurden [ ], andererseits ist sie der Schlussel zu
dynamischen Darstellungen und hoher Interaktionsrate.

Bildwiederholung

Wahl des Phosphors
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Nichtlineare Ansteuerkennlinie
des Bildschirms

2.1.1.2 Gammakorrektur

Die Helligkeit des Leuchtpunktes wird bei CRTs durch den Strahlstrom (Star-
ke des auf dem Phosphor auftreffenden Elektronenstrahls) bestimmt. Da die Be-
schleunigungsspannung konstant ist, kann von einem linearen Zusammenhang
zwischen Strahlstrom und emittierter Lichtleistung ausgegangen werden. Trotz-
dem ist die Ansteuerkennlinie fast aller erhéltlichen Monitore nicht linear. Das
liegt an einer nichtlinearen Strahlstrom-/Steuerspannungs-Kennlinie, die fiir die
Fernsehibertragung gewollt und durch die Norm festgelegt ist. Der Zusammen-
hang zwischen Steuerspannung Ug am Steuergitter und Strahlstrom | (Helligkeit)
kann durch folgende Gleichung ausgedriickt werden:

I = Imax * (UG/UGmaX)ya
wobei I,y eine Geradtekonstante ist.
Bild 2.3 zeigt die Kennlinie eines Monitors mit y=2.2. Wird die Réhre mit 60%
der maximalen Eingangsspannung angesteuert, so werden nur 33% der maxima-
len Helligkeit erreicht (0.6%2 = 0.33).
Um Linearitat zu erreichen, mull mit einer Korrigierten Steuerspannung
1
Ug Y
UG,

gearbeitet werden. Dies leistet die Gammakorrektur, deren Wirkungsweise in Bild
2.3 verdeutlicht wird.

1
Lo A
10 — — — Monitorkennlinie - ’/
— — — — Gammakorrektur 47
Gesamtsystem i - /
0.8 Z /
e /
o/ g /
0.6 - 7
.’ /
, /
0.4 ‘ 7
/
// 4
0.2 Il //
I 1
I - -
00 K== o,
00 02 04 06 08 10 U..

Abbildung 2.3: Gammakorrektur bei einem Fernsehmonitor, Helligkeit | in Abhangigkeit
von der Ansteuerspannung Ug

Beim Fernsehen wird die Korrektur dieses Effekts auf der Aufnahmeseite vorge-
nommen. Da die Helligkeit vom menschlichen Sehsystem in etwa logarithmisch
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erfadt wird (d.h. eine exponentielle Helligkeitssteigerung wird als linear empfun-
den), ist durch dieses Vorgehen gewéhrleistet, dal3 die Bereiche kleinerer Hellig-
keit gegen Ubertragungsfehler nicht empfindlicher sind als die Bereiche groRerer
Helligkeit.

In der GDV gibt es fir die Durchfiihrung der Gamma-Korrektur mehrere Mog-
lichkeiten:

1. Die Helligkeitswerte werden gleich bei der Berechnung Kkorrigiert.

2. Die unkorrigierten Werte werden durch eine vorberechnete Tafel (Lookup
table) korrigiert.

3. Im Monitor wird eine analoge Gammakorrektur durchgefiihrt.

Die erste Methode erlaubt eine individuelle Anpassung an Monitor und Betrach-
ter. Graphiksysteme bieten meistens die ersten beiden Mdglichkeiten als Optionen
an. Bei einem Farbbildschirm muR die Korrektur fiir jede Farbkomponente durch-
gefiihrt werden.

2.1.2 Die Lochmaskenrdhre

Die Lochmaskenrohre in Bild 2.4 ist der am haufigsten verwendete Rohrentyp fur
alle Arten von Farbdarstellungen. Drei Elektronenstrahlsysteme werden verwen-
det, um die Phosphorleuchtpunkte oder —streifen flr die drei Grundfarben anzu-
sprechen. Die Punkte sind eng genug angeordnet, um dem Auge als nur einer zu
erscheinen. Die Farbe ergibt sich aus der entsprechenden additiven Mischung der
einzelnen Punkte. Eine Lochmaske wird verwendet, um sicherzustellen, dal} je-
der Strahl nur den fir ihn vorgesehenen Farbpunkt anspricht. Die Strahlen fir die
roten, griinen und blauen Punkte missen im richtigen Winkel durch die Masken-
6ffnung passieren, um ihre zugehdrigen Phosphorpunkte zu treffen (Konvergenz).

Zwei verschiedene Anordnungen sind fiir die drei Phosphorfarbpunkte und die
drei Strahlerzeugungssysteme gebrauchlich. Der Phosphor kann in Punkten ange-
ordnet werden (Bild 2.4) oder in Streifen (Bild 2.5).

Wenn ein Maximum an Aufldsungsvermdgen verlangt wird, benutzt man die Punkt-
anordnung des Phosphors, weil das Punktmuster kleinere horizontale Abstande
zwischen den Triaden (d.h. Absténde, bis sich eine gegebene Farbe wiederholt)
zulaBt. Die Strahlerzeugungssysteme sind meistens in einer “Delta”-Form, pas-
send zu dem Punktmuster, oder in einer “Inline”—Position, passend zu den Strei-
fen, angeordnet.

Die Inline—Anordnung der Strahlerzeugungssysteme hat den Vorteil, daf3 die Schal-
tung, um die drei Strahlen an der Maske konvergent zu halten, weniger aufwendig
ist. Die Rohren mit hochster Auflésung sind nach dem “Delta”-Prinzip aufgebaut.
Ihre Konvergenz in den Randzonen der Bildschirmflache ist oft unbefriedigend.

Lochmaske
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Elektronenstrahl-
systeme

Abbildung 2.4: Lochmaskenréhre mit Delta—Anordnung des Elektronenstrahlsystems und
punktférmigem Phosphor

Elektronenstrahl-

Gri systeme
Blau
M
Rot
_Schlitz- L
maske e
Glas mit

_ Phosphor-
streifen

Abbildung 2.5: Inline—Anordnung des Elektronenstrahlsystems mit streifenférmiger An-
ordnung des Phosphors

2.1.3 Flussigkristallanzeigen

Flussigkristallanzeigen [ ] (LCD = Liquid Cristal Display) werden seit et-
wa 1970 in Bildanzeigesystemen eingesetzt. Zu den besonderen Vorteilen dieser
Anzeigen zahlen vor allem ihr minimaler Stromverbrauch und ihre sehr niedrige
Betriebsspannung.

Ein wesentlicher Nachteil der Flissigkristallanzeigen ist ihre passive Arbeitswei-
se, bei der ihre Anzeigeelemente auftreffendes Licht durchlassen oder reflektieren.
Dadurch, dal? diese Anzeigen kein Licht emittieren, sind zusétzliche Lichtquellen
erforderlich, um die Anzeige hinreichend beleuchten zu kénnen.
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2.1.3.1 Grundlagen

Flussigkristalle wurden bereits im Jahre 1888 von dem Physiker F. Reinitzer ent-
deckt. Sie besitzen die FlieReigenschaften gewdhnlicher Flissigkeiten. Im Unter-
schied zu diesen weisen jedoch ihre organischen Molekiile eine Orientierungs-
ordnung auf, wie sie fiir Kristalle typisch ist. Die Form dieser Molekule ist lang-
gestreckt oder scheibenférmig, wobei ihre Achsen einheitlich ausgerichtet sind.
Eine Ausrichtung der Molekiile auf eine der tblichen kristallinen Gitterstrukturen
besteht jedoch nicht.

Abhéngig von der Art der Ausrichtung ihrer Molekiile teilt man Flissigkristalle
in nematische, smekmatische und cholesterinische Kristalltypen ein. Nematische
Flissigkristalle sind durch eine fadenférmige Ausrichtung der Molekdle gekenn-
zeichnet. Die Molekilanordnung der smekmatischen Flussigkristalle, die hdufig
in Seifen zu finden sind, ist schichtenférmig. Die cholesterinischen FIllssigkri-
stalle, die auch in Cholesterinen nachweisbar sind, weisen hingegen eine Mole-
kilorientierung auf, die sich wendelférmig verandert. Auf eine vertiefte Darstel-
lung ihrer Unterschiede und ihrer technischen Einsetzbarkeit wird hier verzichtet
und auf die Spezialliteratur verwiesen [ 1 [ 1. [ 1.

Flissigkristallzellen werden mit zwei parallelen Glasplatten aufgebaut, die sich
im Abstand von 5um bis 10um voneinander entfernt befinden und die den Fliissig-
kristall einschlieen. Die Flussigkristallmolekile einer Zelle missen, ohne daf3
ein elektrisches Feld einwirkt, mit einer bestimmten Orientierung zu den Ober-
flachen der Glasplatten ausgerichtet sein. Diese Ausrichtung wird beispielsweise
durch eine mikroskopisch feine Riffelung der Glasplattenoberfldéchen oder durch
Auftragen einer diinnen, dielektrischen Schicht von Siliziummonoxid bewirkt,

vgl. [Prog7].

Flissigkristallanzeigen lassen sich in reflektive, transmissive und transflexive An-
zeigen unterteilen. Wahrend sich reflektive Anzeigen gut fir den Tageslichtbe-
trieb eignen, werden transmissive Anzeigen, die in der Regel mit einer Hinter-
grundbeleuchtung ausgestattet sind, vorwiegend fur Arbeiten in dunklen R&umen
verwendet. Die transflexiven Anzeigen enthalten eine Reflektorfolie, die sowohl
das Licht einer Hintergrundbeleuchtung durchl&ft als auch den Lichtanteil reflek-
tiert, der auf die Frontseite der Anzeige auftrifft. Transflexive Anzeigen sind daher
im Tageslichtbetrieb wie auch im Dunkeln einsetzbar.

2.1.3.2 Aufbau und Funktion

Im folgenden wird speziell auf die Funktionsweise der Anzeigen eingegangen, die
auf dem verdrillt-nematischen Flissigkristalltyp (twisted nematic cells) basieren,
da dieser derzeit die grofite Verbreitung und Bedeutung besitzt.

Die Innenseiten der beiden oben erwdhnten Glasplatten, die den Flissigkristall
einschlielen, werden mit mikroskopisch feinen L&ngsriffelungen versehen. Die
Glasplatten sind mit einem Elektrodenmaterial bedampft, das sowohl durchsichtig
als auch leitend ist. Als Material wird vielfach Indiumzinnoxid (ITO = indium tin
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oxide) verwendet. Die AuRenseiten der Glasplatten sind mit Polarisationsschich-
ten belegt, die nur das Licht mit der Wellenebene des Polarisators durchlassen.
Die Wellenebene und damit die maximale Filterwirkung des einen Polarisators ist
zu der des gegenuberliegenden Polarisationsfilters, der als Analysator bezeichnet
wird, um 90° verdreht. Infolge der Riffelungen in beiden Platten, die rechtwinklig
zueinander ausgerichtet sind, werden die Achsen der Flussigkristallmolekdle, die
die Plattenoberflachen bertihren, so beeinflut, dal sich diese gleichfalls im rech-
ten Winkel zueinander einstellen.

Ve Polarisator Polarisator
“ / Elektrode [ / Elektrode
Yo Te)

Steuer—
‘79 spannung

v 2%
)
iyl
i
e irls

{/ e

il ’
Elektrode Elektrode
Analysator Analysator

Hell Dunkel

Abbildung 2.6: Funktion einer verdrillten nematischen Fliissigkristallzelle

Hierdurch wird, wie in Bild 2.6 (in Anlehnung an [ ]) dargestellt, ein um
90° verdrehter Molekulfaden erzeugt, der die Polarisationsebene des Lichtes so
verandert, dal} diese mit der Polarisationsrichtung des Analysators Uibereinstimmt.
Die Lichtabschwéchung ist in diesem Fall minimal.

Legt man ein elektrisches Feld an die Elektroden, so werden die Molekiilachsen
aus ihrer Ruhelage gedreht. Dies hat zur Folge, daf? sich auch die Polarisations-
ebenen der durch den Kristall hindurchtretenden Lichtwellen verandern. Da der
Analysator, der nur das Licht mit der urspriinglichen Wellenebene vorzugsweise
durchlaBt, in diesem Fall stark absorbierend wirkt, erscheint die Flussigkristallzel-
le als lichtundurchldssig. Das maximal erreichbare Kontrastverhaltnis zwischen
beiden Schaltzustanden betragt nach [ ] etwa 50:1.

Um die elektrolytische Zersetzung der Elektroden zu vermeiden, wird die FlUssig-
kristallzelle vielfach mit den Wechselspannungsimpulsen ohne Gleichspannungs-
anteil betrieben. Fir den Fall, daB ein Gleichspannungsbetrieb erforderlich ist,
sind die Elektroden mit einer lichtdurchl&ssigen Isolierschicht aus Indiumzinn-
oxid (ITO) geschutzt.
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2.1.3.3 Anzeigenmatrix

Zur Ansteuerung der einzelnen Zellen innerhalb einer Anzeigenmatrix werden
vielfach Dinnfilmtransistoren (TFT = Thin-Film-Transistor) verwendet. Diese
Feldeffekttransistoren werden in einer matrixférmigen Anordnung auf einem sehr
dinnen amorphen Siliziumsubstrat (a-Si) aufgebaut und, wie in Bild 2.7 darge-
stellt, mit Zeilen- und Spaltenleitungen verbunden.

Ein Problem dieser Anordnung ist, daR die TFT-Schaltmatrix als ein integrier-
ter Schaltkreis zu betrachten ist [ ], deren Transistorzellen sich auf einer
einzigen Scheibe aus durchsichtigem Siliziumsubstrat befinden. Infolge der Gro-
Re dieser Siliziumscheibe, die durch die Bilddiagonale bestimmt wird, treten er-
hebliche fertigungstechnische Schwierigkeiten auf. Jedem Schalttransistor ist eine
Flissigkristallzelle (LC-Zelle) zugeordnet, die von einer separaten Elektrode an-
gesteuert wird. Eine auf einem Glassubstrat aufgetragene Gegenelektrode ist allen
LC-Zellen gemeinsam. Die Elektrodenflachen sind gegenlber dem Flussigkristall
isoliert und wirken somit wie Zellenkondensatoren.

X-Takt
X-Sync | X-Schieberegister |

Video
¥
“jLTT__ﬂfFIYMWIM“ﬁﬁﬁﬁﬁ
LC LC N
T I T I = T (L [L [L [L [ [L
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o>
T T SR A AR R AR
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I e
11 M TR R R AR
CE CE T (L [L [L [L [L L
L [ S W W W N e N s T s T
CE: gemeins. Elektrode
LC: Flussigkristall TFT-Schaltmatrix
(a) (b)

Abbildung 2.7: Steuerung einer TFT-Matrix: a) TFT-Matrix, b) Matrixansteuerung

Im Normalfall sind die LC-Zellen lichtdurchl&ssig, da infolge der gesperrten Tran-
sistoren keine Spannung an den LC-Elektroden anliegt. Das Ausschalten einer
LC-Zelle erfolgt durch Anlegen eines hinreichend hohen Spannungspotentials an
die entsprechenden Spalten- und Zeilenleitungen. Hierdurch wird der am Kreu-
zungspunkt befindliche Transistor gedffnet und sein Drain-Potential Up zur LC-
Elektrode durchgeschaltet.

Die Steuerung der TFT-Schaltmatrix erfolgt mit Hilfe zweier Schieberegister. Das
X-Schieberegister wird mit den Taktimpulsen X-Takt weitergeschaltet. Zur Fort-
schaltung des Y-Schieberegisters dient das Synchronisationssignal X-Sync, das
vor jeder neuen Zeile ausgeltst wird. Es wird direkt ber die ge6ffnete Source-
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Xerographie

Drain-Strecke des Schalttransistors zur Elektrode der Flissigkristalle gefiihrt, de-
ren Lichtdurchl&ssigkeit von der durchgeschalteten Videosignalspannung abhéngt.
Die Bildsynchronisierung erfolgt mit Hilfe des Signals Y-Sync, das nach der letz-
ten Bildzeile ausgeldst wird.

2.1.3.4 Farbdarstellung

Um Farbdarstellungen zu erreichen, sind jeweils drei LC-Zellen zu einem RGB-
Farbtripel zusammengefalit. Wie in Bild 2.8 dargestellt, sind die einzelnen Zellen
mit Mikrofiltern fur die Farben Rot, Griin und Blau ausgestattet.

Abbildung 2.8: Prinzipieller Aufbau der LC-Anzeige

Diese LC-Zellen, die wie Bild 2.9 zeigt, entweder orthogonal oder deltaférmig
angeordnet sind, dienen zur Farbfilterung der Weillichtanteile, die von den ein-
zelnen LC-Zellen eines Farbtripels durchgelassen werden.

2.2 Drucker

Graphische Arbeitsplatze beinhalten in der Regel eine Mdglichkeit zur Ausgabe
des Bildschirminhalts auf Papier. Im folgenden werden kurz die Arbeitsweisen
von Laserdruckern und Tintenstrahldruckern erldutert.

2.2.1 Laserdrucker

Der Laserdrucker nutzt das xerographische (elektrographische) Aufzeichnungs-
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Abbildung 2.9: Zellenanordnungen: a) orthogonal, b) deltaférmig

verfahren [ ], das auch in den meisten leistungsfahigen Kopierern angewandt
wird.

Dunkler Raum

Licht (Laser)
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Abbildung 2.10: Prinzip des xerographischen Druckverfahrens

In einem Dunkelraum (Bild 2.10) wird mittels einer Coronaentladung die photo-
leitfahige Selenschicht auf einer sich kontinuierlich drehenden Aluminiumtrom-
mel mit einer homogenen, positiven Flachenladung versehen. Dieser photoleitfa-
higen Schicht, die sich im Dunkeln wie ein Isolator und bei Licht wie ein Halb-
leiter verhdlt, wird die zu druckende Information durch entsprechende Belichtung
als latentes Entladungsbild aufgepréagt, das anschlieRend in einer Tonerstation mit
einem positiven Toner sichtbar gemacht wird.
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Hinter dem Toner wird dieses Bild mit dem synchron laufenden Normalpapier in
Kontakt gebracht. Dabei werden die Tonerpartikel durch Anlegen eines elektrosta-
tischen Feldes auf das Papier (ibertragen und anschlieRend thermisch fixiert. Vor
einer erneuten Aufladung wird die photoleitféhige Schicht von restlichen Toner-
partikeln gereinigt und entladen. Das Bild wird von einem Laserstrahl als Punkt-
muster auf die photoleitfdhige Schicht geschrieben. Die Auflosung betragt ca. 10
Punkte pro mm, womit eine sehr gute Bildqualitat fur Text als auch fur belie-
bige Graphik (z.B. japanische Schriftzeichen, begrenzte Grauwertdarstellungen)
erzielt wird. Farbtauglichkeit 18Rt sich durch Koppelung mehrerer Stationen mit
verschiedenfarbigen Tonern erzielen.

Laserdrucker sind Seitendrucker, denn der Druckvorgang 1aRt sich jeweils nur
zum Seitenende stoppen. Die maximale Druckleistung liegt bei ca. 150 Seiten pro
Minute.

2.2.2 Tintenstrahldrucker

Beim Tintenstrahldrucker entsteht das Bild durch gezieltes Spritzen von Tinten-
tropfchen auf Normalpapier (Bild 2.11).

Diese Technik wird inzwischen so gut beherrscht, daf} die Druckqualitat fast an
die des Laserdruckers herankommt. Die auf einem beweglichen Druckkopf ange-
brachten Diisen kénnen mit unterschiedlichen Tinten, z.B. Cyan, Gelb und Magen-
ta (hédufig zusatzlich schwarz) versorgt werden, so dal3 gute Farbbilder erzeugt
werden konnen. Weitere Vorzuge des Tintenstrahldruckers sind Gerdusch- und
VerschleiRarmut sowie geringer Energieverbrauch.

Papier

Verteiler Entliiftung

Anderung

Schutzkappe
Drossel ( \

piezokeramischer *

Radialschwi i
lalschwinger Tinte Lochplatte

Abbildung 2.11: Tintenschreibwerk nach dem Unterdruckverfahren
a) Einzelduse, b) Kopf mit 2 x 6 Diisen

Die Erzeugung der Tintentropfchen mit einem Durchmesser von ca. 50um bis
100um kann auf die unterschiedlichsten Weisen erfolgen. Verbreitet sind auler
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Verfahren, die piezoelektrische Schwinger benutzen, vor allem das sogenannte
bubble-jet-Verfahren. Dabei wird in unmittelbarer N&he der Diise durch ein klei-
nes Heizelement Tinte zum Verdampfen gebracht, was den Ausstol3 eines Tropf-
chens zur Folge hat. Die Herstellung von Druckkdpfen, die solche Diisen enthal-
ten, ist inzwischen so billig geworden, daf bei manchen Druckern Druckkopf und
Tintenpatrone eine Wegwerfeinheit bilden.

2.3 Eingabegerate

Fur die GDV werden selbstverstéandlich alle Eingabegeréte benutzt, die auch fir
die alphanumerische Datenverarbeitung eingesetzt werden. Dartiberhinaus sind
verschiedene Eingabegeréte entwickelt worden, die den Mdglichkeiten der Gra-
phik und dem Interaktionsbedirfnis des Benutzers besser gerecht werden.

2.3.1 Der Lichtgriffel (Lightpen)

Der Lichtgriffel erlaubt dem Benutzer, direkt mit dem Bild auf dem Sichtgerat zu
kommunizieren. Wesentliches Element des Lichtgriffels ist ein Lichtsensor (Pho-
todiode, —transistor), der eintreffende Lichtimpulse verstérkt und an die Display-
hardware zur Verarbeitung weitergibt (Bild 2.12).

Bildschirm
]

Lichtgriffel mit
Fotoempfinger und
Schwellwertdetektor

Phosphorschicht

Bildpunkt P(x,y)

“_'-_ Ablenkeinheit

Y
'l
SR

Lichistrahlen Elektronenstrahl

Abbildung 2.12: Prinzipieller Aufbau des Lightpen

Zum Funktionieren ist also ein Lichtimpuls erforderlich. Dieser wird bei allen
Ausgabeverfahren mit zyklischer Bildwiederholung durch den voruberlaufenden
Schreibstrahl geliefert. Es leuchtet ein, daR ein Lichtgriffel nur dort ansprechen
kann, wo auf dem Bildschirm eine Lichterscheinung auftritt.

Wegen der Unschérfe seiner Optik und der Schwierigkeit der exakten Positionie-

Lichtgriffel erfalt Bildelemente
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Tablett erfalt Positionen

rung auf dem Bildschirm wird der Lichtgriffel meist zum Picken gréRerer Bild-
elemente verwandt. Das Halten des Lichtgriffels vor einem senkrecht stehenden
Bildschirm ist recht anstrengend. Deshalb wird der Lichtgriffel heute nur noch
selten eingesetzt.

Ein Comeback des totgesagten Griffels kiindigt sich allerdings mit dem Erschei-
nen von Notebook Computern an, die als Eingabeeinheit einen speziellen Stift
besitzen, mit dem direkt auf den Schirm “geschrieben” werden kann. Der Rech-
ner ist mit Software ausgestattet, die handschriftliche Eingaben in ASCII uber-
setzt [ ]. Speziell entwickelte graphische Benutzeroberflachen erlauben auch
Computerlaien ein intuitives Arbeiten mit solchen Geréten.

2.3.2 Das Tablett

Eines der wichtigsten graphischen Eingabegeréte ist das graphische Tablett. Der
Benutzer kann mit ihm graphische Information in gewohnter Weise (wie bei Ver-
wendung von Papier und Bleistift) zum Rechner ibertragen.

Die Position eines Stiftes wird innerhalb einer rechteckigen Flache zweihundert—
bis funfhundertmal pro Sekunde bestimmt. Damit ist sichergestellt, daB3 schnelle
Bewegungen des Stiftes ebenfalls exakt erfaRt werden konnen. Die bei so ho-
hen Mefraten anfallenden Datenmengen werden allerdings in den meisten Féllen
gleich weiterverarbeitet, um eine Datenreduktion zu erreichen. Das am haufigsten
angewandte Verfahren Oberprift, ob sich ein neues Koordinatenpaar gegenuber
dem zuletzt gemessenen um einen bestimmten Mindestbetrag veréndert hat. Erst
wenn das der Fall ist, wird dieses Wertepaar beriicksichtigt.

Mit fallenden Hardwarekosten werden auch online-Zeichenerkenner fur diese
Aufgabe attraktiv. Sie sind in der Lage, den Entstehungsvorgang eines Zeichens
zur Optimierung des Erkennungsalgorithmus zu nutzen. lhre Bedeutung liegt al-
lerdings mehr in der Verbesserung der Mensch-Maschine—Kommunikation.

Es gibt mehrere Verfahren zur Bestimmung der Position eines Stiftes auf einem
Tablett. Hier soll nur das magnetostriktive Tablett besprochen werden.

2.3.2.1 Das magnetostriktive Tablett

Digitalisierer mit magnetostriktiver Kopplung benutzen ferromagnetische Drahte
als Signaltrager, die unter dem EinfluR eines duferen magnetischen Feldes ihre
Form geringfligig verdndern (Magnetostriktion, Joule—Effekt). Im Tablett ist ein
Kreuzleitersystem aus Stahldrahten eingebettet (Bild 2.13).

Ein zur Richtung der Stahldréhte senkrecht angelegtes Magnetfeld, das durch Sen-
despulen am Rande des Tabletts hervorgerufen wird, erzeugt eine Langenande-
rung der Stahldréhte. Diese L&ngenanderung pflanzt sich als mechanische Span-
nungswelle mit einer Geschwindigkeit von ca. 5000 m/sec langs des Drahtes fort.
Passiert die Welle die im Stift befindliche Empfangerspule, so erzeugt die mit der
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Magnetdraht-

geflecht

X Empfangsspule
Senderdréhte Y

Abbildung 2.13: Digitalisierer mit magnetostriktiver Kopplung

Welle verkniipfte FluR&nderung einen Spannungsimpuls im Stift. Die Laufzeit der
Welle ist proportional zum Abstand des Stifts von der Sendespule am Rande des
Tabletts (Bild 2.14).

magnetisierter
Draht \

Senderspule magnetostriktive Welle Empféngerspule

Abbildung 2.14: Prinzip der magnetostriktiven Ubertragung

Da die Entfernung immer langs der Drahte gemessen wird, ist es nicht notwendig,
daB die Dréhte absolut parallel verlaufen. Ebensowenig missen sie so dicht ge-
spannt sein, wie dies aus der Auflésung des Gerates zu schlielen wére. Es geniigt
vielmehr, sie in einem Abstand von 2 bis 3 mm zu spannen, damit tberall auf dem
Tablett eine ausreichende FluRanderung gewahrleistet ist. Dieses Prinzip hat sich
beziiglich Genauigkeit (0,01 mm) und Robustheit im Betrieb sehr bewahrt und
wird deshalb z.Zt. in den meisten Tabletts angewandt.

2.3.3 Der Scanner

Scanner dienen der direkten Eingabe von Strichzeichnungen oder auch Halbton-
bildern in den Computer. Fir niedrige Aufldsungen kann eine gewdhnliche Fern-
sehkamera mit nachgeschaltetem Analog-Digital-Wandler verwendet werden. Fiir
héhere Auflésungen (z.B. 4800 x 7200 Pixel) werden CCD-Scanner (Charged
Coupled Device) eingesetzt, die eine CCD-Zeile enthalten, auf die ein Streifen
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des abzutastenden Bildes optisch abgebildet wird. Nach dem Auslesen wird die
CCD-Zeile oder die Vorlage mechanisch weiterbewegt, bis das ganze Bild ein-
gelesen ist. Mehrfarbiges Einlesen ist dadurch mdglich, daR verschiedenfarbige
Lichtquellen zur Beleuchtung der Vorlage verwendet werden. Die Technologie
ist durch den Einsatz in Faxgeraten sehr verbreitet und deshalb auch preisgunstig
erhaltlich.

2.3.4 Indirekt graphische Eingabegerate

Indirekt graphische Eingabegerate bedienen sich meist des Cursors, eines speziel-
len Zeichens auf dem Bildschirm, um dem Benutzer die Kontrolle tber seine Ak-
tionen zu gestatten. Man kann sie demnach auch als Cursor—Positionierungsgerate
bezeichnen.

Es gibt drei verschiedene Methoden der Cursorpositionierung: Die statisch abso-
lute, die statisch relative und die dynamische Positionierung. Im ersten Fall liefert
das Eingabegerét die Koordinaten des Punktes, der durch die Stellung des Ein-
gabegerétes festgelegt wird, im zweiten Fall ein Koordinateninkrement entspre-
chend einer Stellungsanderung des Eingabegerates, und im dritten Fall sorgt eine
dynamische Folge von Punktkoordinaten fiir eine Bewegung des Cursors, deren
Richtung und Geschwindigkeit durch die Stellung des Eingabegerdtes gegeben
ist.

2.3.4.1 Joystick

Der Joystick ist ein senkrecht stehender Hebel, der am unteren Ende kardanisch
gelagert ist und von Federn in der Mitten—Ruhestellung gehalten wird. Da sich
durch diese Lagerung sein oberes Ende nach links, rechts, vorn und hinten um
wahlbare Betrdge bewegen I&Rt, ist er ein idealer “Steuerkniippel” fiir den Cur-
sor. Die wichtigste Betriebsart ist dynamisch, jedoch la6t sich fir sehr schnelle
Positionierung unter Verzicht auf Genauigkeit auch die statisch absolute Betriebs-
art verwenden. Die Bewegung des Joysticks wird auf zwei Potentiometer, die der
X—und y-Richtung entsprechen, tibertragen und steht dann als Spannung fr jede
Koordinate zur Verfligung. Eine sehr einfache und billige Ausflihrung verwendet
einen fest eingespannten Stab, an dem Dehnungsmefstreifen angebracht sind.

2.3.4.2 Maus

Die Maus ist das wohl am haufigsten eingesetzte 2D-Eingabegerét. Die Relativ-
bewegung der Maus gegeniuber der Arbeitsflache ist die entscheidende MeRgro-
Re. Diese Bewegung kann entweder mechanisch oder auch optisch aufgenommen
werden. Mechanische Mause besitzen auf der Unterseite eine Rollkugel, durch
die die Bewegung an optische Sensoren weitergegeben wird. Optische Mause be-
notigen eine speziell gemusterte Unterlage, die die von Leuchtdioden auf der Un-
terseite der Maus ausgesandten Strahlen reflektiert. Bei Bewegungen der Maus



2.3.4 INDIREKT GRAPHISCHE EINGABEGERATE

37

ergeben sich typische Impulsfolgen, die von der Elektronik ausgewertet werden.

Da die Maus aufgenommen und an anderer Stelle wieder abgesetzt werden kann,
kommt nur die relative Positionierung als Betriebsart in Frage. Um Platz zu spa-
ren, wird meist eine dynamisch angepali3te Auflésung benutzt (hat nichts mit dyna-
mischer Positionierung zu tun), d.h. eine gleich grof3e Bewegung der Maus wird in
eine groRere Cursorbewegung umgesetzt, je schneller sie erfolgt. Dadurch kann,
ohne den Unterarm vom Tisch zu nehmen oder gar die Maus abzusetzen, der Cur-
sor sehr prézise gefuhrt und trotzdem der ganze Bildschirm Uberstrichen werden.

2.3.4.3 Rollkugel

Die Rollkugel kann als eine “auf dem Riicken liegende Maus” betrachtet werden.
Das Gerét steht auf dem Tisch und der Benutzer bewegt die Kugel mit seiner
Handflache. Um eine ruhige Bewegung zu erreichen, ist die Masse der Kugel
relativ hoch, was groRBe und schnelle Positionsdnderungen erschwert. Gegeniiber
der Maus sind bei der Rollkugel alle drei Betriebsarten sinnvoll.

2.3.4.4 Touchpad, MousePoint

Ein Touchpad ist ein stationdres Zeigergerat, welches hauptsachlich fir Laptops
genutzt wird. Touchpads bieten eine kleine, flache Oberfléche, liber die man sei-
nen Finger gleiten 1&Bt, indem man die gleiche Bewegung ausfiihrt, als wirde
man eine Maus bedienen. Sie wurden urspringlich entwickelt, um eine natrli-
chere und intuitivere Verbindung zum Computer zu bieten, als dies mit der Maus
maglich ist.

Touchpads nutzen das Prinzip der Kopplungsladung und bendtigen einen fih-
renden Aufdruckspunkt, wie z.B. einen Finger. Sie beinhalten ein zweischichti-
ges Elektrodengitter, welches mit einem integrierten Kreislauf unterhalb des Pads
montiert ist. Die obere Ebene beinhaltet vertikale Elektrodenbahnen, wahrend die
untere aus horizontalen Elektrodenbahnen zusammengesetzt ist. Die Ladung von
jeder der horizontalen Elektroden zu jeder der vertikalen Elektroden wird Gber den
integrierten Kreislauf gemessen. Ein Finger nahe dem Schnittpunkt zweier Elek-
troden andert die Ladung zwischen diesen, da ein Finger andere leitende Eigen-
schaften besitzt als die Luft. Auf der Basis solcher Anderungen an verschiedenen
Orten kann die Position des Fingers prazise festgelegt werden.

Ein MousePoint ist ein *Mini-Joystick’, der sich zwischen den Tasten der Laptop-
Tastatur befindet. Er wird mittels eines Fingers gesteuert.

2.3.4.5 Potentiometer

Potentiometer mit Analog-/Digital-Wandler erlauben eine schnelle Eingabe ge-
nauer Zahlenwerte, wobei eine Kontrolle tber eine Wertanzeige auf dem Bild-

Eingabe von Zahlenwerten
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schirm geschieht. Drehpotentiometer und Schiebepotentiometer werden gleicher-
malien eingesetzt. Aus Benutzersicht eignen sich zur Eingabe von Winkelwerten
besonders die Drehpotentiometer.

2.3.5 Mehrdimensionale Eingabe

Fir die Manipulation von rdumlichen Objekten oder auch die Steuerung von Si-
mulationen im Raum werden drei oder mehrdimensionale Eingabegerate benétigt.

2.3.5.1 Spaceball

Der Spaceball von Spatial Systems (Bild 2.15) besteht aus einer fest montierten
Kugel, die bequem mit der Hand erfa3t werden kann. Gemessen werden Dreh-
momente und Kréfte (in je drei Dimensionen), die auftreten, wenn versucht wird,
die Kugel zu verschieben oder zu verdrehen. Durch die Kraftausiibung bewegt
sich die Kugel allerdings praktisch nicht, so dal? eine dynamische Positionierung
angewendet werden muk.

Abbildung 2.15: Spaceball

2.3.5.2 Polhemus 3Space Tracker

Der Polhemus 3Space Tracker [ ] erlaubt, Position und Lage im Raum zu be-
stimmen. Dies geschieht durch elektromagnetische Wellen, die von drei senkrecht
zueinander stehenden Senderspulen (Bild 2.16) ausgesandt werden. Drei entspre-
chend aufgebaute Empféangerspulen empfangen die ausgestrahlten Impulse, deren
Intensitat ein MaR fir die Entfernung von den Senderspulen ist. Das Verhéltnis
der Intensitaten dient dazu, die Ausrichtung zu bestimmen. Wird ein solcher De-
tektor in einen Stift eingebaut, kann er als “dreidimensionaler” Bleistift zum 3D-
Zeichnen oder Abtasten von 3D-Objekten dienen.
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Abbildung 2.16: Der Polhemus 3Space Tracker

2.3.5.3 DataGlove

Der DataGlove von VPL Research [ ] dient dazu, die Stellung der Hand im
Raum sowie die Fingerbewegungen aufzunehmen. Es handelt sich dabei um einen
Handschuh, der an den Stellen, an denen eine Verdnderung der Gelenkstellung
festgestellt werden soll, mit diinnen Glasfasern beklebt ist, aus denen je nach Stér-
ke der Richtungsanderung Licht austritt (Bild 2.17).

First—joint
sensor

Knuckle
sensor

Restraint

Pair of fibers
connecting
the first=joint
sensor

Four of 20 fibers
that connect the
glove to the sensor
and light assembly

Pair of fibers
connecting the
knuckle sensor

Abbildung 2.17: Der DataGlove von VPL Research

Der Lichtverlust in den Fasern wird durch Phototransistoren gemessen und von
der Elektronik ausgewertet. Die Stellung der Hand im Raum wird mit einem Pol-
hemus 3Space Tracker festgestellt. Der DataGlove wird z.B. als Eingabeeinheit
flir sogenannte virtuelle Realitaten eingesetzt.
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Definition der DPU

Unterschied zwischen Vektor-
und Rastergerat

2.3.6 Spracheingabe

Die automatische Spracherkennung hat sich in den letzten Jahren, besonders un-
ter dem EinfluB fallender Hardwarekosten, schnell weiterentwickelt. Zuverlassige
und preiswerte Systeme sind jetzt erhéltlich und kénnen am interaktiven graphi-
schen Arbeitsplatz zur Verbesserung der Mensch-Maschine—Kommunikation ein-
gesetzt werden. Dabei handelt es sich um Geréte, die bei begrenztem \Vokabular
und abhéngig vom Sprecher sicher Einzelworter erkennen kdnnen. Am graphi-
schen Arbeitsplatz kann ein solches System den Benutzer von der Kommandoein-
gabe Uber Funktionstastatur oder Meni befreien. Dies ist insbesondere bei An-
wendungen mit dem graphischen Tablett interessant.

2.4 Bildrechner (Graphics Display System)

Im folgenden werden wir unter Bildrechner den Teil eines Rechners verstehen,
der fur die GDV zusténdig ist und aus einem “Allzweckrechner” einen leistungs-
fahigen Rechner fur komplexe Aufgaben der GDV macht. Da graphische Benut-
zungsoberflachen inzwischen zum Standard eines jeden Rechners gehoren, enthélt
jeder “Allzweckrechner” auch einen Bildrechner in Form von Graphikkarten, die
sich jedoch in ihrer Leistungsfahigkeit erheblich unterscheiden.

Der wichtigste und komplizierteste Teil eines Bildrechners ist der sogenannte Dis-
playprozessor (DPU=Display Processing Unit). Seine Aufgabe besteht darin, die
Bilddefinition des Anwendungsprogramms so aufzubereiten, daf auf dem nach-
geschalteten Ausgabegerat (Display) das gewlnschte Bild erscheint. Diese Auf-
gabe ist sehr rechenintensiv und speziell und wirde den normalen Betrieb der
CPU stark beeintrachtigen.

In Abhé&ngigkeit von den Forderungen der Anwendung und den eingesetzten Aus-
gabegeraten wird der Displayprozessor DPU unterschiedlich komplex sein und
nach verschiedenen Prinzipien arbeiten. Das Prinzip des Bildaufbaus I&Rt zwei
Klassen von DPUs unterscheiden (Bild 2.18), Vektorgeréte und Rastergeréte.

Aus Bild 2.18 ist zu erkennen, dall bei Vektorgeraten die graphischen Objekte
(Linien, Kreise etc.) aus der Bilddefinition direkt auf den Bildschirm gezeichnet
werden. Bei Rastergerdten miissen die Objekte dagegen zuerst gerastert und in
einem Bildpunktspeicher abgelegt werden (s.u.). Beim Vektorgerdt geschieht die
zur Aufrechterhaltung eines Bildes notwendige Bildwiederholung durch periodi-
sches Auswerten der Bilddefinition, was die Mdglichkeit zu dynamischen Dar-
stellungen erdffnet. Beim Rastergerat hingegen wird die Bildwiederholung durch
periodisches Auslesen des Bildpunktspeichers realisiert [ ].

Vektorgerate wurden seit Mitte der sechziger Jahre gebaut und waren in den sieb-
ziger Jahren der dominierende Geratetyp. Heute spielen sie nur noch in Simulato-
ren eine Rolle, bei denen Echtzeit das wichtigste Kriterium ist und vektorgraphi-
sche Darstellungen akzeptabel sind. In allen anderen Bereichen werden Raster-
graphikgerate eingesetzt. lhre hervorstechendsten Eigenschaften sind:
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Abbildung 2.18: Vektor— und Rasterverfahren

— Das Ausgabegerét erfullt hochste Qualitadtsanforderungen bei niedrigen Ko-
sten.

— Die vorhandene volle Farbtiichtigkeit und die Fahigkeit zur Flachendarstel-
lung ist fur viele Anwendungen erforderlich.

— Die mogliche Fernsehkompatibilitat erlaubt das Mischen synthetischer und
nattirlicher Bilder, die Nutzung 6ffentlicher Kommunikationsdienste (Bild-
schirmtext, Videotext, HDTV etc.) und Multi-Media—Anwendungen.

— Interaktive Computergraphik und Bildverarbeitung kénnen mit einem Sy-
stem durchgefiihrt werden.

— Die Komplexitat flimmerfrei darstellbarer Bilder ist praktisch unbegrenzt.

— Das Fernsehgerat ist jedermann als Gebrauchsgegenstand vertraut.

Bild 2.19 zeigt die Hauptkomponenten eines Rasterdisplay(system)s in einem
funktionalen Modell. Eine Realisierung erfordert je nach gewinschter System-
leistung unterschiedliche Architekturen.
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Abbildung 2.19: Hauptkomponenten eines Rasterdisplay(system)s

2.4.1 Rasterdisplaysysteme

2.4.1.1 Das einfachste Rasterdisplaysystem

Werden die Funktionen der DPU durch Software in der CPU realisiert, so erhélt
man das geréatetechnisch einfachste Rasterdisplaysystem (siehe Bild 2.20).

Periphere
CPU Geraete
System - Bus
< ”
System- +  Bild- | ____ » Video- » Monitor
speicher |  speicher Controller
|

Abbildung 2.20: Das einfachste Rasterdisplaysystem

Der Bildspeicher (frame buffer) ist Teil des Arbeitsspeichers (system memory). Ist
hierflir ein fester AdreRbereich mit zweitem Zugriffspfad reserviert, so kann der
Videocontroller (IDS=Image Display System), ohne den Systembus zu belasten,
die Bildinformation direkt auslesen.

Ein grofRer Vorteil dieser Architektur ist der gemeinsame Adrefraum fir An-
wendungsprogramme, Displayprogramme und Bildspeicher. Sie erlaubt dem Pro-
grammierer grofte Flexibilitat bei minimalen Hardwarekosten. Dies wird erkauft
durch lange Bildaufbauzeiten, weil die Bildrasterung per Software relativ langsam
ist. Zusétzlich wird ein groRer AdreBRbereich (20 bit) fiir den Bildspeicher bean-
sprucht, was z.B. mit einer 64 bit CPU geldst werden kann. Schnellere Systeme
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sind nur durch zusatzliche Hardware zu erreichen.

2.4.1.2 Rasterdisplaysystem mit integrierter DPU

Zur Beschleunigung graphikspezifischer Operationen kann in die Architektur von
Bild 2.20 ein Displayprozessor (DPU) erganzt werden. Die Vorteile des einheitli-
chen AdreRraumes bleiben erhalten: CPU, DPU und IDS sind am Systembus und
haben so Zugriff zum Systemspeicher (Bild 2.21)

Periphere
CPU DPU Geraete

System - Bus

Bild- Video-

Speicher Controller

System-
Speicher

Abbildung 2.21: Rasterdisplaysystem mit integrierter DPU

Der einheitliche AdrelRraum erlaubt elegante Anwendungsprogramme und ist ein-
fach zu Uberschauen. Bei Echtzeitanwendungen kénnen jedoch Probleme mit der
Konkurrenz der einzelnen Komponenten um den Speicherzugriff auftreten. Dies
wird z.T. durch feste Widmung eines Speicherbereichs als Bildspeicher gelést (ge-
strichelte Variante in Bild 2.21).

2.4.1.3 Rasterdisplaysystem mit peripherer DPU

Bild 2.22 zeigt die typische Anordnung eines Rasterdisplays mit peripherem Dis-
playprozessor. Hier hat die DPU einen eigenen Arbeitsspeicher mit separatem
Bildspeicher.

Damit existieren drei Speicherbereiche: Im Hauptspeicher (system memory) lie-
gen die Anwendungsdaten, das Anwendungsprogramm, die graphische Software
und das Betriebssystem. Im Speicher der DPU liegen dementsprechend graphi-
sche Daten und Programme, z.B. fur die rechenintensive Rasterung des Bildes.
Im Bildspeicher (frame buffer) ist das Rasterbild punktweise gespeichert. Dieser
Speicher wird mit 60 Hz oder mehr zur Bildwiederholung ausgelesen.

Gegenlber den anderen Architekturen ist hier die funktionale Trennung der Kom-

Displayprozessor fiir graphische
Algorithmen

Konkurrenz um den
Speicherzugriff
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Abbildung 2.22: Rasterdisplaysystem mit peripherer DPU

ponenten entsprechend Bild 2.19 am konsequentesten realisiert. Das System &Rt

sich deshalb am leichtesten entsprechend den Anforderungen einer Anwendung

malschneidern. Nachteilig ist der flr Echtzeitanwendungen notwendige, aber lang-
same Datentransfer zwischen Hauptspeicher und Bildspeicher. Viele Systeme fir

Anwendungen mit mittleren Anforderungen haben diese Architektur.

Nach dieser Darstellung der wichtigsten Architekturen werden die einzelnen Kom-
ponenten betrachtet:

2.4.2 Bilddarstellung (image display)

1.Halbraster 2.Halbraster

g w
OB DN

Abbildung 2.23: Zeilensprungverfahren des Fernsehens

Bildausgabe ist an exaktes ~ Der Bilddarstellungsteil (IDS), oft auch image display, Video— oder CRT-Con-
Zeitraster gebunden  troller genannt, erzeugt durch zeilenweises Schreiben auf dem Videomonitor ein
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stehendes, flimmerfreies Bild. Dazu ist ein exakter Zeitablauf entsprechend der
Fernsehnorm oder der vorgegebenen Daten (Videobandbreite, Zeilen— und Bild-
frequenz usw.) des eingesetzten Monitors einzuhalten. Manche Systeme verwen-
den, wie das Fernsehen, zur Reduzierung der erforderlichen Bandbreiten das so-
genannte Zeilensprungverfahren (Interlacing ), bei dem zwei Bilder mit halbierter
Vertikalauflosung nacheinander und kammartig ineinander greifend geschrieben
werden (Bild 2.23). Die Vollbildfrequenz wird auf diese Weise halbiert. Dieses
Verfahren arbeitet unter der Annahme, daf der Bildinhalt benachbarter Zeilen
kaum Unterschiede aufweist, zufriedenstellend (Fernsehen). Bei synthetisch er-
zeugten Bildern in graphischen Systemen ist diese Voraussetzung aber oft nicht
erfullt, was sich dann stérend als Flimmern bemerkbar macht (z.B. Vektor genau
auf einer Zeile). Dies gilt insbesondere dann, wenn am graphischen Arbeitsplatz
der Betrachtungsabstand als Funktion der Bildauflésung nicht eingehalten werden

kann (Bild 2.24).
<—— Zeilendauer \f\ horizontaler

/1\ Rucklauf
3
E Sichtbares
et
3 Bildfeld
e
[&]
2
v

i vertikaler

Rucklauf

Abbildung 2.24: Zur Geometrie der Betrachtung eines Fernsehbildes

Optimale Betrachtungsverhéltnisse sind dann gegeben, wenn der Blickwinkel fur
eine Zeilenbreite kleiner oder gleich der Sehschérfe des Auges ist, die bei Fern-
sehrandbedingungen ca. 1,5 Bogenminuten betragt [ ]. Aus der Betrach-
tungsgeometrie (Bild 2.24) erh&lt man

7= —% mit y=4-10"*rad

als Zusammenhang zwischen Zeilenanzahl z, Bildhthe v und Betrachtungsab-
stand e.

Die meisten Rastergraphiksysteme arbeiten zur Verbesserung der Bildqualitét und,
damit zusammenhangend, zur Vermeidung schneller Ermidung mit Vollbild. Des-
halb werden im folgenden die speziellen Probleme der Halbbildtechnik nicht be-
handelt.

Die nutzbare Zeit zur Darstellung des Bildes auf dem Monitor wird durch Bild-
und Zeilendauer (bzw. Bild— und Zeilenfrequenz) sowie die Zeit flir horizontalen
und vertikalen Strahlriicklauf bestimmt (Bild 2.25).

Zusammenhang zwischen
erforderlicher Zeilenzahl und
Betrachtungsgeometrie
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Abbildung 2.25: Verluste durch endliche Riicklaufzeiten

vertikaler
Ricklauf

Beispielsweise ist bei der 625 Zeilennorm des Fernsehens die Zeilendauer 64 ps,
wovon ca. 20 % fir den horizontalen Riicklauf verlorengehen. Von der Bilddauer
mul die Zeit fiir den vertikalen Riicklauf, in diesem Fall die Dauer von 25 Zeilen,
abgezogen werden. Bild 2.26 gibt die nutzbare Zeit flir verschiedene Displayfor-

mate an.
Visible Area Refresh Inter- Vertical Horizontal ~ Total Line  Pixel Time
Pixel x Lines RateinHz Laced? Retrace Retrace Time in s inns
Timeinus Time in ps

512 x 485 30 YES 1271 10.9 63.56 102.8
640 x 485 30 YES 1271 10.9 63.56 82.3
512 x 512 30 YES 1203 10.9 60.4 96.7
1024 x 768 30 YES 12502 72 40.1 32.37

1024 x 1024 30 YES 1250 7 30.11 22.57
1280 x 960 30 YES 1250 7 32.12 19.62

1280 x 1024 30 YES 1250 7 30.11 18.06
512 x 485 60 NO 1250 7 31.79 18.06
640 x 485 60 NO 1250 7 31.79 38.73
512 x 512 60 NO 1250 7 30.11 45.14
1024 x 768 60 NO 600P 4b 20.92 16.52

1024 x 1024 60 NO 600 4 15.69 11.42
1280 x 960 60 NO 600 4 16.74 9.95

1280 x 1024 60 NO 600 4 15.69 9.13

(a) Nominal RS-343-A specifications
(b) Typical high-preformance monitor specifications

Abbildung 2.26: Zeitverhaltnisse bei verschiedenen Displayformaten

Bildpunktdauer als Funktion des  Eine entscheidende Einflulgrélie fiir den Entwurf nicht nur des IDS, sondern des
Bildformats ~ gesamten Rastersystems ist die Bildpunktdauer t. Sie a3t sich berechnen aus
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1
Bildfrequenz

Anz. der sichtbaren Zeilen pro Bild

— vertik. Rucklaufzeit
— horizont. Ricklaufzeit

Anz. der sichtbaren Bildpunkte pro Zeile

Viele Sichtgeréate haben eine rechteckige Darstellungsflache. Beim Fernsehen z.B.
ist das Seitenverhdltnis 4 : 3. Ein Bild mit 512 x 512 Bildpunkten wird dann bei
voller Ausnutzung der Darstellungsflache mit einem Seitenverhéltnis von 4 : 3 dar-
gestellt, d.h. die Bildpunkte sind rechteckig. Dieser Effekt ist haufig unerwiinscht.
Zwei Moglichkeiten der Abhilfe werden z.Zt. angewandt:

— Das Verhéltnis der adressierbaren Punkte entspricht dem Seitenverhaltnis,
2.B. 680 x 480 oder 1280 x 960. Damit wird die Bildschirmflache ganz aus-
genutzt, und der MaRstab ist in beiden Koordinatenrichtungen gleich.

— Die horizontale Darstellungskapazitat wird nicht voll ausgenutzt. Bildpunk-
te und Gesamtbildflache sind quadratisch.

Nach diesen allgemeinen Darlegungen zum Rasterformat sind folgende Aufgaben
des IDS zu erkennen:

1) Erzeugen der horizontalen (HSYNC) und vertikalen (VSYNC) Synchron-
impulse fur das entsprechende Bildformat (Die Ablenkspannungen werden
im Monitor selbst erzeugt),

2) Adressierung und Auslesen des Bildspeichers,

3) Ansteuern des Monitors mit den entsprechenden Intensitats— oder Farbwer-
ten und dem Dunkelsignal fur die horizontale und vertikale Austastliicke
sowie Digital-Analog—Wandlung (DAC).

Hieraus ergibt sich das Blockschaltbild des IDS in Bild 2.27.

IDS

X X-Adress- HSYNC

Zahler

Auslese-
) takt
. . Y Y-Adress-
Bildspeicher Zahler VSYNC
Pixel-
Daten .
Sch{ebe— LUT DAC Analog—
register Signal

Abbildung 2.27: Blockschaltbild des einfachen IDS

Je nach Verhéltnis zwischen Bildpunktdauer, Zykluszeit und Organisation des
Bildspeichers mufl mehr als ein Bildpunkt gleichzeitig ausgelesen und im IDS

Displayformate
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Bitmap

Farbtafel LUT

in einem Schieberegister, das vom Bildpunkttakt gesteuert die Parallel-Serien—
Wandlung vornimmt, zwischengespeichert werden (im folgenden wird manchmal
statt Bildpunkt oder Bildelement auch picture element, pixel oder pel verwendet).

Das einfachste und gebrduchlichste Rasterdisplay besteht aus einem Pixelspei-
cher mit einer Auslesesteuerung wie in Bild 2.27 und realisiert eine 1 : 1 Zuord-
nung zwischen Speicher und Bildschirmadresse. Deshalb spricht man auch von
Map-Display (Bild 2.28). Stehen 3 und mehr Bits pro Speicheradresse zur Verfi-
gung, so kdnnen auch Farben dargestellt werden.

N-1

? 0001110001001101 e o oo o
X Speicher Bildschirm
0

0 y — M-1

Abbildung 2.28: Einfachstes Rasterdisplay

Die meisten IDS steuern mit dem Pixelwert nicht direkt die Intensitat oder Farbe,
sondern interpretieren ihn als Adresse fiir eine Farbtafel (LUT = Look-up-table).

Die Tafeleintrdge definieren dann die auszugebende Farbe (Bild 2.29). Die Vor-
teile der LUT sind:

1) Die Farbung des Bildes kann ohne Anderung des Bildwiederholspeicher-
inhaltes variiert werden, z.B. durch Umschalten zwischen verschiedenen
LUT oder Neuladen einer beschreibbaren LUT. Wird die LUT mit schnel-
len Schreib—/Lesespeichern realisiert, so kénnen Bewegtbildeffekte erzielt
werden.

2) Die Anzahl der verflgbaren Farben kann erhoht werden, wenn man die
Wortldnge in der Tafel gegeniiber der Pixelwortldnge (Bits/Pixel) erhoht.
Selbstversténdlich wird aber die maximale Anzahl verschiedener, gleich-
zeitig darstellbarer Farben von der Pixelwortldnge bestimmt. Man spricht
deshalb auch von der wahlbaren Farbpalette aus der Gesamtzahl der ver-
fugbaren Farben.

3) Filterfunktionen flr Bildverarbeitungsaufgaben konnen realisiert werden.
Hierzu gehort auch die Gamma-Korrektur oder die Interpretation der ein-
zelnen Speicherebenen und/oder ihrer Kombinationen als Bilder.

Die Mdglichkeiten zur unterschiedlichen Interpretation der Bildspeicherebenen
und zur Erzeugung von Bewegtbildeffekten sollen etwas genauer betrachtet wer-
den:



2.4.2 BILDDARSTELLUNG (IMAGE DISPLAY)

49

LUT

255
254

Y’ 68

w 67 - (X - - 67[1001[1010[0001}F ~ %
- 66
X . 65

1 =5

Bildspeicher R G B

Abbildung 2.29: Farbdefinition Uber Farbtafel (R=rot, G=griin, B=blau)

2.4.2.1 Bitebenenextraktion

Sind N Bits pro Pixel vorhanden, so kénnen z.B. N Binarbilder, N/3-RGB-Bilder
etc. abgespeichert werden. Jedes dieser Bilder kann durch geeignetes Laden der
LUT (wenn fur die Anwendung erforderlich, auch mit dem Bildtakt nacheinan-
der!) dargestellt werden. Fur den Fall der Bindrbilder muf3 die LUT unter all
den Adressen, die an der entsprechenden Stelle eine 1 fiihren, “Weil”, sonst
“Schwarz” beinhalten. Auf &hnliche Weise kann man auch bei Grau- oder Farb-
bildern verfahren.

2.4.2.2 Bildspeicherebenen mit Prioritatszuordnung

Pixelwert Inhalt der LUT Inhalt der LUT
0 0 O Hintergrundfarbe weild
0 0 1 Farbe von Bild C blau
0 1 0 Farbe von Bild B grin
0 1 1 Farbe von Bild B | dunkles blaugrin
1 0 O Farbe von Bild A rot
1 0 1 Farbe von Bild A purpur
1 1 0 Farbe von Bild A braun
1 1 1 Farbe von Bild A schwarz
Bild: A B C | Prioritit A>B>C Transparenz

Abbildung 2.30: Verdeckungsprioritat und Transparenz mittels LUT

Bei vielen Anwendungen kommen Bilder vor, deren Objekte sich in der Tiefe (Z-
Koordinate) nicht durchdringen und denen deshalb beziglich der gegenseitigen
Verdeckungsmdglichkeiten eine feste Reihenfolge zugeordnet werden kann (z.B.
Mehrebenenlayout fiir eine integrierte Schaltung, die Fenster eines “Window-
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Dynamik mit Farbtafeln

Transformationen ohne
Bildspeicheranderung

Transformationen ohne
Bildspeicheranderung (“ on the
fly “)

Managers” etc.). Diese Reihenfolge bzw. Prioritat wird auf die Bitebenen (ber-
tragen und durch entsprechende Farben realisiert (z.B. hochste Prioritat fur das
hochstwertige Bit etc.). Da es sich nicht um ein echtes rdumliches (3D) Pro-
blem handelt, spricht man oft von Z%D. Will man anstelle des Verdeckungseffek-
tes Transparenz erzielen, mu3 man bei vorgegebener Prioritét die entsprechenden
Mischfarben in der LUT eintragen (Bild 2.30). Im Beispiel ist ABC=RGB.

2.4.2.3 Bewegtbildeffekte

Die Zuordnung zwischen Pixelwert und Farbe kann bei jedem Bildwechsel geén-
dert werden. Soll z.B. ein Punkt entlang einer Kurve wandern, so 1adt man linear
ansteigende Werte in die aufeinanderfolgenden Pixel dieser Kurve. Dem Pixel-
wert des Startpunkts ordnet man z.B. “weil3”, den restlichen “schwarz” zu. Diese
Zuordnung wird dann bei jedem Bildwechsel um eine Stelle verschoben.

Natdrlich kann man auf diese Weise auch kompliziertere, farbige Objekte auf ge-
staltetem Hintergrund bewegen. Am einfachsten sind zyklische Abléufe realisier-
bar.

2.4.2.4 Bildtransformationen

Im IDS kénnen neben den Farbtransformationen auch geometrische Transforma-
tionen in Echtzeit realisiert sein, ebenfalls ohne den Bildspeicherinhalt zu ver-
andern. Dabei wird die starre 1 : 1 Zuordnung zwischen Bildpunktadressen im
Bildspeicher und Bildpunktkoordinaten auf dem Bildschirm aufgehoben und ei-
ne Window-Viewport—Transformation durchgefuhrt (Bild 2.31), die im allgemei-
nen eine Skalierung, Translation und eventuelle Rotation beinhaltet. Flr beliebige
Rotationen sind allerdings aufwendige Filteroperationen zur Vermeidung von sto-
renden Diskretisierungseffekten (aliasing) nétig, weshalb normalerweise nur um
Vielfache von 90° gedreht werden kann. Die Skalierung beschrénkt sich in der Re-
gel auf ganzzahliges VergréBern (Zooming) und wird durch entsprechende Pixel-
wiederholung in X— und Y -Richtung erzeugt. Zur Translation ben6tigt man Ko-
ordinatenregister und schnelle Komparatoren, die die aktuelle Strahlposition mit
der gewinschten neuen Objektposition vergleichen und die Adressierung flr den
Bildspeicher steuern. Diese Art AdreBsteuerung wird auch fiir die 90°—Rotation
sowie die Ausschnittsbildung eingesetzt. Sollen diese Bildtransformationen auch
individuell fiir die Bitebenen durchfiihrbar sein, dann missen fiir jede Ebene Ko-
ordinatenregister und Komparatoren vorhanden sein.

2.4.3 Bilderzeugung (image creation)

Der Bilderzeugungsteil, oft auch “image creation system” (ICS) genannt, enthélt
als wichtigste Komponente den Displayprozessor (DPU). Um seine Aufgaben und
verschiedenen Realisierungsmoglichkeiten diskutieren zu kdnnen, betrachten wir



2.4.3 BILDERZEUGUNG (IMAGE CREATION)

51

Bildspeicher Bildschirm

Abbildung 2.31: Transformation bei der Bildausgabe

im Vorgriff auf spéatere Kapitel den gesamten InformationsfluR von der Bilddefi-
nition im Anwendungsprogramm bis zum gerasterten Bild im Bildspeicher (Bild
2.32).

Die hierbei durchlaufene Folge von Bearbeitungsstufen wird haufig Ausgabe—
oder Bildgenerierungspipeline genannt. In Analogie zum Photographieren spricht
man auch von der synthetischen Kamera. Liegt die Szenenbeschreibung vor, wer-
den zundchst — wie beim Photographieren — Kameraposition und Blickrichtung

festgelegt und dann ein Bildausschnitt gewahlt (clippen). Die perspektivische Trans-

formation sorgt fiir die Erzeugung eines Tiefeneindrucks im zweidimensionalen
Bild.

Mit der Verdeckungsrechnung werden an dieser Stelle des Bildes die Rickseiten
der Objekte aus der Szenenbeschreibung entfernt. Die folgende Beleuchtungs-
rechnung nutzt Beleuchtungsparameter und Oberflacheneigenschaften zur Berech-
nung einer maoglichst realistischen Farbgebung. Diese Verarbeitungsschritte wer-
den als Geometrieverarbeitung bezeichnet und kdnnen in einem Geometriepro-
zessor realisiert sein, der dann als Teil des Displayprozessors betrachtet wird.

Die nachfolgende Stufe, der Displayprozessor, fiihrt die Bildrasterung durch. Ne-
ben der eigentlichen Zerlegung der graphischen Primitiva in Rasterpunkte werden
die Verdeckungsrechnung, die Beleuchtungsrechnung und die Bildglattung (anti—
aliasing) durchgefuhrt und das Ergebnis im Bildspeicher abgelegt. Dabei konkur-
riert das Bilderzeugungssystem mit dem Darstellungssystem um den Zugriff zum
Bildspeicher.

Die Architekturbetrachtungen am Beginn dieses Kapitels haben gezeigt (Bilder
2.21 bis 2.23), daB das Spektrum der Realisierungsmoglichkeiten fir den Bilder-
zeugungsteil von der reinen Softwareldsung Uber den Spezialprozessor bis zum
eigenstandigen Rechner reicht.

Die Forderungen der Anwendung werden letztlich bestimmen, welche Variante
gewahlt wird. Hierzu ist es erforderlich, sich den zahlenméRigen Zusammenhang
zwischen gewiinschter Leistungsfahigkeit und hierzu notwendiger Rechenkapazi-

Geometrieverarbeitung

Geometrieprozessor
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Abbildung 2.32: Die Bildgenerierungspipeline




2.4.3 BILDERZEUGUNG (IMAGE CREATION)

53

tat und Ubertragungsbandbreite klarzumachen.

Folgendes sehr vereinfachtes Beispiel kann das leisten; die Zahlenwerte sind als
grobe Abschatzung zu verstehen. Noch nicht eingefiihrte Begriffe werden im Vor-
griff auf das spétere Kapitel 7 Gber “Beleuchtungsmodelle” verwendet.

2.4.3.1 Graphiksystem geringerer Leistungsfahigkeit

100.000 Dreiecke pro Bild

1 Lichtquelle

Interpolation von Farbwerten zwischen Eckpunkten (GouRAUD-Shading)

Berechnung von 10 Bildern pro Sekunde

Kein Anti-Aliasing

Folgende Abkiirzungen werden verwendet:

FLOPS = Floating point operations per second
FXOPS= Fixed point operations per second

PDF = Physikalisches Display File

SDF = Strukturiertes Display File = Displayliste
LDF = Lineares Display File

Wort = 3 Bytes

2.4.3.2 Anforderungen an den Host-Rechner

Die CPU berechnet aus der Anwendung den Aufbau der Szene. Die dafiir not-
wendige Rechenleistung ist stark von der Anwendung abhéngig. Deshalb kann
sie hier nicht abgeschatzt werden.

Neben der reinen Rechenleistung muf der Host auch eine gentigend hohe Band-
breite aufweisen, um die anfallenden Daten an das Graphiksystem zur Aufrecht-
erhaltung der Bildrate Ubertragen bzw. das SDF anlegen zu kénnen. Die Spezi-
fikation von 100.000 Dreiecken pro Bild erfordert die Ubertragung von 300.000
Eckpunktdaten. Jeder Eckpunkt ist durch je drei Gleitkommazahlen fiir seine Ko-
ordinaten und den zugehdrigen Normalenvektor (3 Komponenten) beschrieben.
Der Normalenvektor wird u.a. fiir die Beleuchtungsrechnung benétigt. Zusatz-
lich mussen fir jedes Dreieck noch die in der Beleuchtungsrechnung verwendeten
Oberflachenparameter kq, kg, ks und m Gbergeben werden (vgl. das spétere Kapitel
7 Uber “Beleuchtungsmodelle™).

2.4.3.3 Anforderungen an den Geometrie-Prozessor

Die Berechnungen im Geometrie-Prozessor werden in Gleitkommadarstellung
durchgefihrt. Im einzelnen sind die Aufgaben des Geometrie-Prozessors folgen-
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de:

Transformation der Eckpunkte
Die Transformation erfolgt durch Multiplikation der homogenen Punktko-
ordinaten (Vektor mit vier Komponenten) mit einer (4 x 4)—Transforma-
tionsmatrix (vgl. Kapitel 3 *Affine und perspektivische Abbildungen’). Dies
erfordert fur jeden Punkt 16 Multiplikationen und 12 Additionen von Gleit-
kommazahlen, insgesamt also 28 Gleitkommaoperationen (FLOP).

Transformation der Normalenvektoren

Auch die Transformation von Normalenvektoren geschieht durch die Mul-
tiplikation des Normalenvektors mit einer (4 x 4)-Matrix, der Transponier-
ten der inversen Transformationsmatrix fir die Eckpunkte. Dies erfordert
wiederum 16 Multiplikationen und 12 Additionen (28 FLOP). Der trans-
formierte Normalenvektor muR anschlieRend noch normiert werden, was
mittels Division jeder Komponente durch die Lange des Vektors erfolgt.
Die Berechnung der reziproken Quadratwurzel 183t sich mit 16 Gleitkom-
maoperationen abschatzen. Zusammen mit den 3 Multiplikationen und den
2 Additionen fiir die Summe der Quadrate sowie den 3 Multiplikationen
mit den Komponenten des Vektors ergeben sich schliellich 24 Gleitkomma-
operationen fur die Normierung. Insgesamt sind zur Transformation eines
Normalenvektors also 52 FLOP erforderlich.

Beleuchtungsrechnung

Die Berechnung des Beleuchtungsmodells gem&R dem Phongmodell (vgl.
das spatere Kapitel 7 Uber “Beleuchtungsmodelle”) erfolgt fur jede der
Farbkomponenten RGB. Dabei miissen jedoch die Skalarprodukte nur ein-
mal berechnet werden. Fur ein Skalarprodukt sind 3 Multiplikationen und 2
Additionen nétig. Die Potenzierung findet durch einen Tabellenzugriff statt,
der ebenfalls mit einer Gleitkommaoperation veranschlagt wird. Somit sind
fur jede Lichtquelle 11 FLOP fiir die Skalarprodukte erforderlich. Weiterhin
mussen fir jede Farbkomponente pro Lichtquelle 4 Multiplikationen und 1
Addition durchgefiihrt werden. Dazu kommen noch 1 Multiplikation und
1 Addition zur Berlcksichtigung der ambienten Beleuchtung. Insgesamt
sind also (24 L x 26) FLOP pro Punkt notwendig, wobei L die Anzahl der
Lichtquellen angibt.

Clippen
Der Aufwand beim Clippen mittels des Algorithmus nach Sutherland und
Hodgman besteht bei sogenannten kanonischen Clipvolumen hauptsachlich
in einfachen Tests jeden Punktes gegen die sechs Clip-Ebenen. Folglich
sind pro Eckpunkt 6 Vergleiche (= 6 FLOP) auszufihren.

Projektion der Eckpunkte
Die Umwandlung von homogenen Koordinaten (vgl. Abschnitt 3.3 *Affine
und perspektivische Abbildungen in Matrizenschreibweise’) in 3D-Raum-
koordinaten erfolgt durch Multiplikation der Komponenten x, y und z mit
dem Kehrwert der homogenen Koordinate w. Fir die Kehrwertbildung wer-
de 1 FLOP veranschlagt, so dal} insgesamt 4 Gleitkommaoperationen fir
die Projektion einer Ecke notig sind.

Umwandlung in Geréatekoordinaten
Die Uberfilhrung der Szene von normierten Geratekoordinaten (NDC) in
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physikalische Gerétekoordinaten (PDC) erfordert fur jede der drei Kom-
ponenten einer Punktkoordinate eine Multiplikation zur Skalierung, eine
Addition flr eine Verschiebung sowie die Umwandlung in das Festpunkt-
format (=1 FLOP). Es sind also 9 FLOP zur Transformation eines Punktes
in die Gerétekoordinaten erforderlich.

Initialisierung des Display-Prozessors
Die Berechnung der Parameter der HESSE-Form einer Geraden aus den
Eckpunkten verlangt folgende Operationen:

Die Ermittlung der reziproken L&nge einer Dreiecksseite geschieht durch 3
Additionen, 2 Multiplikationen (zur Quadrierung) und die Bestimmung des
Kehrwerts einer Quadratwurzel (16 FLOP). Dies bel&uft sich auf insgesamt
21 FLOP. Zur Berechnung der drei gesuchten Parameter sind dann weitere
8 FLOP pro Gerade erforderlich.

Zur Berechnung des Kehrwerts des gemeinsamen Nenners sind 12 FLOP
notig. Fir jede der Komponenten RGB und z braucht man 33 FLOP, um
die Parameter endgiiltig zu ermitteln. Die gesamte Initialisierung erfordert
folglich pro Dreieck:

[3-(21+8) + 12+ 4-33] FLOP = 231 FLOP

Laden des Display-Prozessors

Die so berechneten Initialisierungsparameter miissen zum Display-Prozessor
tbertragen bzw. in das LDF geschrieben werden. Die dazu erforderliche
Bandbreite berechnet sich aus der Anzahl der pro Dreieck gesandten Da-
tenworte. Wegen der Darstellung der Dreiecke durch die Randgeraden (in
HEssSE-Form) werden fir jede Dreiecksseite 3 Worte (ibertragen. Je 3 Wor-
te werden auch fur den z-Wert und jede Komponente der Farbe bzw. des
Normalenvektors tibertragen. Insgesamt werden also 21 Worte pro Dreieck
tbertragen. Soll die Beleuchtungsrechnung im Display-Prozessor gesche-
hen, mussen zusétzlich noch die 4 Worte zur Beschreibung der Oberflachen-
eigenschaften eines Dreiecks Uibertragen werden. Damit erhéht sich die Zahl
der nétigen Datenworte auf 25.

2.4.3.4 Anforderungen an den Display-Prozessor

Der Display—Prozessor fuhrt seine Berechnungen mit GroRen durch, die als Fest-
komma-Zahlen vorliegen. Er muf? folgende Aufgaben bearbeiten:

Scan-Konvertierung
Die Ermittlung der bedeckten Rasterpunkte erfordert fur jedes Pixel in ei-
nem Dreieck 7 Festkomma-Additionen. Diese Operationen schlieflen be-
reits die notwendigen Interpolationen von Tiefenwert (z) und Farbkompo-
nenten (RGB) bzw. Komponenten des Normalenvektors ein.

Verdeckungsrechnung (vgl. Kapitel 5 *Visibilitét)
Wird ein Pixel von einem Dreieck tberdeckt, so muf3 ermittelt werden, ob
es néher zum Betrachter liegt als das bereits berechnete und gespeicherte
(z-Buffer). Dies erfordert einen Vergleich, der einer Festkomma-Operation
(FXOP) entspricht.
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Beleuchtungsrechnung
Falls die Beleuchtungsrechnung vom Display-Prozessor durchgefhrt wird,
erfordert dies pro Pixel 2+ L -26 FLOP.

Anti-Aliasing (vgl. Abschnitt 2.5.4 *Glatten von Polygonkanten’)
Die Berechnung der Subpixel-Maske erfordert pro Dreiecksseite 31 Addi-
tionen und 16 logische Operationen, fur die insgesamt eine Festkomma-
Operation angesetzt wird. Dazu kommt pro Dreieck ein Vergleich der Tie-
fenwerte. Zusammen braucht man also 95 Festkomma-Operationen fir die
Berechnung der Subpixel-Maske eines Dreiecks.

Die Zusammenfassung der 16 Subpixelfarben bei 4 x 4 Subpixel zur end-
gultigen Pixelfarbe geschieht fur jede Farbkomponente durch 15 Additio-
nen und eine Shiftoperation. Es sind also 48 Festkomma-Operationen zur
Errechnung der Pixelfarbe notig.

Wenn p die Anzahl der Dreiecke pro Pixel ist, dann schlégt das gesam-
te Anti-Aliasing also mit p- 95 + 48 Festkomma-Operationen pro Pixel zu
Buche.

Schreiben des Bildspeichers (PDF)
Wenn ein Dreieck in einem Pixel sichtbar ist, werden zwei Werte in den
Bildspeicher geschrieben: Farbwert (RGB) und Tiefenwert (z). Fiir den Ver-
gleich der z-Werte wahrend der Verdeckungsrechnung muf der z-Wert des
im Bildspeicher stehenden Pixels gelesen werden. Zusammen sind also ma-
ximal 3 Speicherzugriffe pro Pixel notwendig.

Damit resultieren folgende Anforderungen an den Geometrie—Prozessor eines Gra-
phiksystems geringerer Leistungsfahigkeit:

Transformation der Eckpunkte:

300000 5KEN pgPLOP (o BIlder o) MFLOPS
Bild Ecke sec

Transformation der Normalenvektoren:

300000 KN 5, FLOP o Bilder o MFLOPS
Bild Ecke sec

Beleuchtungsrechnung fir jeden Eckpunkt:

300000 5KEN | pgPLOP 1o BIlder _ o) MFLOPS
Bild Ecke sec

Clippen:

300000 5N gFLOP o Bilder _ 1o MFLOPS
Bild Ecke sec

Projektion der Eckpunkte:

300000 25KeN 4FLOP o Bilder _ 1o MFLOPS
Bild Ecke sec
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Umwandlung in Geratekoordinaten:

300000 25KeN gFLOP . jBilder . MFLOPS
Bild Ecke sec

Initialisierung des Display—Prozessors:

Dreieck FLOP Bil
100000 = K OP_ 1oBIICer _ 31 MFLOPS
Bild Dreiecke sec
Laden des Display—Prozessors:
100000 Drel_ecke ' Wo_rte ' Bilder _ MWorte
Bild Dreieck sec sec

Fir dieses Graphiksystem muR der Geometrie—Prozessor also mindestens 612
MFLOPS leisten. Seine Ubertragungshandbreite muR mindestens 21 MWorte/sec
betragen.

2.4.3.5 Anforderungen an den Display—Prozessor eines Grafiksystems ge-
ringerer Leistungsfahigkeit

Scan—Konvertierung:

FXOPS Pixel Dreiecke Bilder
pixel - Breieck 10000 —gjg 10 gc = 70O MFXOPS
Verdeckungsrechnung:

FXOPS _ Dreiecke _,oPixel  Bilder
Dreieck = Pixel Bild'10 sec = 30 MFXOPS

Beleuchtungsrechnung nicht vorhanden.
Anti-Aliasing nicht vorhanden.

Schreiben des PDF:

Worte , Dreiecke o Pixel 10Bllder _ 90 MWorte

Dreieck = Pixel Bild ~ sec sec

Fir das Graphiksystem mittlerer Leistung muf3 der Display—Prozessor also min-
destens 730 MFXOPS leisten.

2.4.3.6 Bandbreite des Host—-Rechners eines Graphiksystems geringerer Lei-
stungsfahigkeit

300000 —-— -6 + 100000

Ecken _Worte Oberflachen = Parameter Wort
Bild Ecke Bild Oberflache ~ Parameter
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Bilder _ MWorte
sec sec

-10

2.4.3.7 Graphiksystem hoherer Leistungsfahigkeit

e 100.000 Dreiecke pro Bild

8 Lichtquellen

Interpolation von Normalenvektoren zwischen Eckpunkten. Die Farbwerte
werden flr jedes Pixel gesondert errechnet (PHONG—-Shading, vgl. Kapitel
7 Uber *Beleuchtungsmodelle’).

Berechnung von 30 Bildern pro Sekunde

Anti-Aliasing mittels Subpixelmasken. Die mittlere Anzahl von Dreiecken
in einem Pixel sei 3. Jedes Pixel sei in 4x4 Subpixel unterteilt.

Das Berechnen im einzelnen soll hier unterbleiben. Bei der folgenden Zusammen-
fassung der Leistungsanforderungen ist zu beachten, dafl die Beleuchtungsrech-
nung beim Hochleistungssystem nicht im Geometrie—, sondern im Displayprozes-
sor durchgefihrt wird.

erforderliche Graphiksystem

Rechenleistung geringerer Leistung | hoherer Leistung
Host ca. 50 MFLOPS | ca. 150 MFLOPS
Geometrie—Prozessor 612 MFLOPS 1.584 MFLOPS
Display—Prozessor 730 MFXOPS 73.000 MFXOPS

2.4.3.8 Gegenuberstellung der Bandbreiten von Host, Geometrie-Prozessor
und Display-Prozessor fur zwei exemplarische Graphiksysteme

erforderliche Graphiksystem

Bandbreite geringerer Leistung | hoherer Leistung
Host 22MWorte/sec 66MWorte/sec

Geometrie—Prozessor 21MWorte/sec 75 MWorte/sec

Display—Prozessor 90 MWorte/sec 283 MWorte/sec

2.4.3.9 Pixeloperationen

Zum Abschluf? dieses Abschnitts soll noch eine sehr allgemeine und vielseitig
nutzbare Funktion innerhalb des Bilderzeugungssystems, die sogenannte Raster

Rasteroperationen ~ Op [ ] oder BitBIt (Block Transfer of Bits), besprochen werden. Mit ihr kann
ein Pixelblock als Quelle (Source) mit dem Inhalt eines anderen Blocks als Senke
(Destination) logisch oder arithmetisch verknupft und an dessen Stelle abgespei-
chert werden:
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Destination := Source op Destination

Theoretisch kénnen alle 16 Boole’schen Funktionen zweier Variablen realisiert
werden. Praktisch beschréankt man sich aber auf folgende Funktionen bei bindren
Displays: (D=Destination, S=Source)

Funktion Operation Anwendung
Clear D = constant Loschen oder Initialisieren
Constant D := feste Muster Hintergrund
Copy D = S Text, Scrolling
Invert D NOT D Optisches Hervorheben
AND D = SANDD Kombinationsfunktion
OR D SORD Kombinationsfunktion
XOR D = SXORD Informationserhaltende
Funktion

Bild 2.33 zeigt die unterschiedliche Wirkung von OR und XOR. Das Exklusive
ODER = XOR ist wegen seiner informationserhaltenden Wirkung besonders in-
teressant. Wird ein Pixelwert S zweimal nacheinander mit einem Pixelwert D tiber
XOR verknipft, dann wird der urspriingliche Wert wieder hergestellt (XOR = &):

(S®D)@D=S®((D®D)=S®0=S3

Deshalb bieten die meisten Gerate fiir das Beschreiben des Speichers alternativ
den “Copy”- oder “XOR”-Modus an.

AP«

Abbildung 2.33: OR und XOR Verkniipfungen

Die Anwendung der Raster Op auf Grauwertdisplays (mehrere Pixelebenen) be-
darf einer Erlduterung. Die in der folgenden Aufstellung eingefiihrten Funktionen
MIN und MAX sind &quivalent zu den Boole’schen AND und OR. Sei 1 der groR3-
te Grauwert, dann ist (1 — Grauwert) dquivalent zur Boole’schen Inversion.

XOR-Funktion
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Konkurrenz um den Zugriff zum
Bildspeicher

Alle Abschétzungen mit 100 ns
ZyKkluszeit der Speicherbausteine

Funktion Operation Anwendungen
Minimum D := MIN(,D) AND bei Grauwerten
Maximum D := MAX(,D) OR bei Grauwerten
Komplement D := 1-D Invert bei Grauwerten
Summe D = D+S XOR bei Grauwerten
Differenz D = D-S XOR bei Grauwerten
Neg. Differenz D = S—-D XOR bei Grauwerten
Skalierung D = k-D Kontrastanderung
Helligkeit D := D+k Helligkeitsanderung

Wenn Sie die PDF-Version des Kurses bearbeiten, kénnen Sie jetzt das Inter-
aktionselement "pixelblocks’ anwahlen.

2.4.4 Bildspeicher

Der Bildspeicher (Bildwiederholungsspeicher, image storage, frame buffer) ist
das Bindeglied zwischen Bilderzeugung (ICS) und —darstellung (IDS) und muf
deren Anforderungen erflllen. Beide Systemteile wollen mit hoher Bandbreite
auf den Speicher zugreifen. Das IDS ist dabei zur Erzielung eines flimmerfreien
Bildes an den starren Ablauf der Rasterablenkung gebunden, wéhrend das ICS
moglichst wahlfrei viele Bildpunkte pro Zeiteinheit andern will, um hohe Inter-
aktionsraten oder Bewegtbildeffekte zu erzielen. Beim Entwurf des Bildspeichers
ist darauf zu achten, daf ICS und IDS die erforderlichen Speicherzyklen kon-
fliktfrei erhalten kénnen. Zur Vereinfachung der Darstellungen, Berechnungen
und Vergleiche werden folgende Voraussetzungen getroffen: Es wird ein bindres
Display (1 bit/Pixel) betrachtet. Hohere Bitzahlen pro Pixel sind dann durch ent-
sprechende Vervielfachung (Parallelschaltung von Speicherchips) zu realisieren.
Die Bildpunkte werden nach der Reihenfolge ihrer Ausgabe auf dem Bildschirm
unter sequentiellen Adressen abgespeichert. Unabhdngig von tatsachlich verfiig-
baren Speicherbausteinen wird eine Zykluszeit von 100ns zugrunde gelegt. Aus
Kostengrinden werden dynamische Speicher (DRAMS) verwendet.

Aus Bild 2.36 ist zu entnehmen, daR die Bildpunktdauer im allgemeinen kiirzer
als ein Speicherzyklus ist. Die Bildpunktdauer fiir ein 1024 x 1024 Display be-
tragt z.B. bei 60 Hz nur 11.42ns. Demnach mul} der Speicher so organisiert sein,
dall mit einem Zugriff mehrere Pixel gleichzeitig ausgelesen werden kénnen. An-
dererseits soll natirlich vermieden werden, daf die Anzahl der Speicherbausteine,
die zur Realisierung der geforderten Speicherbandbreite nétig ist, sehr viel mehr
Speicherkapazitat aufweist als fir das gewéhlte Bildformat erforderlich ist.

Im folgenden werden drei Varianten zur Losung des Zugriffsproblems diskutiert.
Dabei wird folgendes Zahlenbeispiel zugrunde gelegt (siehe Bild 2.36):
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Bildschirm 1024 x 1024
Bildwiederholfrequenz 60 Hz
Horizontaler Strahlriicklauf 4 us
Vertikaler Strahlriicklauf 600 us
Zeilendauer 15.69us = 16ps
Punktdauer 11.42ns = 10ns
Speicherzykluszeit 100ns

2.4.4.1 Bildspeicher aus mehreren Speicherbénken

Wird der Bildspeicher z.B. aus 16 gleichzeitig adressierbaren Speicherbédnken
aufgebaut, so kénnen 16 Pixel parallel ausgelesen werden. Sie werden in einem
Schieberegister zwischengespeichert und dann mit dem Bildpunkttakt seriell aus-
gelesen. Da mit einem Zugriff von 100ns 16 Pixels bzw 160ns Bilddarstellungs-
zeit gewonnen werden (spezielle Zugriffsmodi wie Page—Mode werden nicht be-
trachtet), verbraucht das IDS nur 100/160 der insgesamt wéahrend einer Bild-
schirmzeile zur Verfugung stehenden Zugriffszeit. Der Rest (60/160) zuzuglich
der horizontalen Strahlrlcklaufzeit von 4ps kann vom ICS genutzt werden. Pro
Bild hat das ICS dann folgende Zugriffszeit:

Zeilenzahl - [(% . 12us> +4us] + Vertikale Strahlrucklaufzeit(600ps) =

60
1024 - [(ﬁ . 12us> +4us] +600us =
1024 - 8,5ps + 600us == 9300us

Das ICS greift im Gegensatz zum IDS wahlfrei auf den Speicher zu und kann
demnach pro Bildzyklus [9300ps/100ns] Pixel = 93000 Pixel neu schreiben. Ein
vollig neues Bild ist dann nach 22°/93000 = 11 Bildzyklen oder 180ms aufgebaut.
Diese Rechnung ist sehr optimistisch! Sie setzt voraus, daR das ICS die angebote-
nen Schreibzeiten mit 10 MHz = ﬁ Schreibfrequenz auch nutzen kann. Dies
wird in der Regel nur méglich sein, wenn zwischen ICS und Bildspeicher ein Puf-
ferspeicher geschaltet wird, um dem ICS ein mdglichst gleichmaRiges Schreiben
mit niedriger Taktrate zu ermoglichen. Setzt man diese Uberlegung konsequent

fort, kommt man zum sogenannten Wechselspeicher (double buffer).

2.4.4.2 \Wechselspeicher (double buffer)

Der Wechselspeicher besteht aus zwei kompletten Bildspeichern (Bild 2.34). Sie
werden im Wechsel betrieben.

Wird z.B. aus Bildspeicher 1 vom IDS der Pixelstrom zum Bildaufbau ausgelesen,
so wird gleichzeitig vom ICS Bildspeicher 2 mit neuer Bildinformation geladen.
Sobald das neue Bild aufgebaut ist, friihestens jedoch nach Auslesen des voll-
standigen Bildes, werden mit den Multiplexern die Funktionen vertauscht. Beide

Aufteilung der Speicherzugriffe
auf ICS und IDS



62

2.4.4 BILDSPEICHER (IMAGE STORAGE)

an Display-Prozessor System Bus

' Video Bus Zum Video—Controb
Select hd hd
Multiplexer Multiplexer

Bildspeicher 1 Bildspeicher 2

Abbildung 2.34: Bildspeicher realisiert als Wechselspeicher

Prozesse, d.h. Laden und Auslesen, sind auf diese Weise vollig entkoppelt. Jeder
Prozef3 hat die maximal mogliche Zugriffszeit. Der Preis hierfir ist die doppelte
Realisierung des Bildspeichers. Trotzdem ist diese Losung bei den meisten Syste-
men hoéherer Leistung zu finden.

Aus den besonderen Anforderungen an den Bildspeicher wurde das sogenannte
Video—-RAM (VRAM) entwickelt. Durch seine Uber das DRAM hinausgehenden
Eigenschaften ist es mdglich, den Speicherzugriff zur Bildwiederholung auf we-
nige Speicherzyklen zu reduzieren.

2.4.4.3 Bildspeicher mit VRAM

Beim VRAM wird die Tatsache ausgenutzt, daR3 in einem DRAM-Speicher der
Zugriff zweistufig erfolgt. Zuerst wird die Zeile der Speichermatrix ausgewéhlt
und anschlieBend die gewiinschte Spalte (siehe Bild 2.35).

Wird nach der Zeilenauswahl die gesamte Information dieser Zeile in ein zusétz-
liches Schieberegister geladen, so steht ein serieller Ein—/Ausgang zusatzlich zum
bereits vorhandenen parallelen Ein—/Ausgang zur Verfligung. Kann das Schiebe-
register wahlweise durch einen Bypass umgangen werden, so entsteht das VRAM
(Bild 2.36).

Bei dieser Konstruktion stehen also mit einem Speicherzyklus alle 512 Pixel der
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512 512x512x 4
- Speicher-Matrix

Zeilen-Dekoder

9 A 1* 4x512

9 [ Y
Adresse m———- | '
) ) Adress-
Selektiere Zeilen  m—
Steuerung . .
Selektiere Spalten  =—— Schreib/Lese-Treiber

-l

> Spalten-Dekoder

Schreiben/Lesen

4 4

Dateneingang Datenausgang

Abbildung 2.35: 1 Mbit DRAM in 256 kx4 Anordnung

Speicherzeile zur Verfligung. Das bedeutet, daB fiir das ICS 511 Zyklen fur den
wabhlfreien Zugriff frei sind.

Bild 2.37 zeigt das VRAM symbolisch.

Nehmen wir als Beispiel einen VRAM mit einer seriellen Datenrate von 30 MHz.
Ein 512x512x60 Hz Display konnte mit diesem Baustein gut realisiert werden.
Unser obiges Zahlenbeispiel mit 1024 x1024 Pixel benotigt fur die erforderliche
Bandbreite von 100MHz (10ns Bildpunktdauer) eine Realisierung mit 4 Speicher-
bénken (siehe Bild 2.38).

Die 4 Speicherbénke arbeiten auf ein externes Schieberegister (als Multiplexer
realisiert), das Ublicherweise mit den Digital-Analog—Convertern (DAC) und der
LUT integriert ist. In diesem Fall steht mit einem Speicherzugriff die Informa-
tion von (4x512) Pixel zur Verfugung! Das bedeutet, dal} das ICS nur in jeder
zweiten Zeile einen Speicherzyklus an das IDS “verliert”. Damit ist mit VRAMSs
die Konkurrenz zwischen ICS und IDS um Speicherzugriffe praktisch beseitigt.
In vielen Systemen kann wahlweise mit oder ohne Wechselspeicher gearbeitet
werden. Dann ist natdrlich eine Realisierung mit VRAMSs erforderlich.
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512 512x512x4
Speicher-Matrix

v

Zeilen-Dekode\

[

9 L 1 ‘ 4x512
[ '
9
Adresse m—- I [ v
) . Adress-
Selektiere Zeilen  m—— Steuerung
Selektiere Spalten  m— Schreib/Lese-Treiber
4x512
[
1 : —
[ - = j—A—p Serielle Daten
) » zum Video-
Auslese-Takt > : - H [ Controller
Schieben » Schieberegister YVVY =
A
4x512
YyyYvy
9
Schreiben/Lesen » Spalten-Dekoder
4 4
Dateneingang y Datenausgang

Abbildung 2.36: 1-Mbit VRAM in 256 kx4 Anordnung
(Die gestrichelten Linien im Schieberegister symbolisieren einen Bypass)

VRAM ,—/— [—> Data Out
1
Address
Control M:mory Shift
rra hamg! : Control

Data In y 51000 | REQISTET

4 |512x512x4
Data Out

4

Data In

—

Serial Port

Standard
256x4 Port

Abbildung 2.37: Symbolische Darstellung des VRAM 512 x 512 x 4
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I [ [ [
| 2 2 2 2
1 > | [, | |- 12 | = 2
512 x 512 | B 512 x512 | B 512 x 512 |H 512 x 512 24 Bit
X 4 — X 4 ] x4 | x4 [ | RGB
| 8 | | 8| = - 8
s 8 8 8
/ / / /
8 8 } 8

Schieberegister

LUT

DAC

RAMDAC 11‘

Zum Monitor

Abbildung 2.38: Bildspeicher fur ein 1024 x1024 x 24 Display aus 1 Mbit VRAMSs und
RAMDACSs
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2.5 Rasteralgorithmen

Im Bilderzeugungsteil (ICS) des Rastergraphiksystems werden die graphischen
Primitiva, aus denen die Szene zusammengesetzt ist, in Rasterpunkte (Pixel) zer-
legt. Die Geschwindigkeit, mit der diese Rasterung durchgefuhrt wird, bestimmt
das Echtzeitverhalten des Systems wesentlich. Deshalb ist die Bereitstellung effi-
zienter Rasteralgorithmen von zentraler Bedeutung.

2.5.1 Rasterung von Strecken

Die geradlinige Verbindung zweier Punkte, in der Fachsprache oft Vektor genannt,
ist das wichtigste graphische Element (Primitivum). Der beste bisher bekannte Al-
gorithmus zur Rasterung von Strecken stammt von Bresenham [ ]. Er beruht
auf dem einfachen Prinzip der Rundung (siehe Bild 2.39). Die folgende Herlei-
tung des Algorithmus betrachtet Vektoren, deren Anfangs— und Endpunkte auf
dem Raster liegen und eine Steigung zwischen 0° und 45° haben. Alle anderen
Vektoren kdnnen hieraus durch Vertauschen der X—und Y —Koordinaten unter Be-
achtung der Vorzeichen gewonnen werden. Seien P1(X1,Y1) und P2(X2,Y2) die
Anfangs— und Endpunkte des Vektors und

AX = Xp—X1>0

AY = Y—-Y1>0

AX > Y.
Um die Rundung durchfiihren zu kénnen, wird eine Entscheidungsgréfe E einge-
fuhrt, die die (vertikale) Entfernung zwischen dem exakten Punkt und der Mitte

zwischen den beiden mdglichen Rasterpunkten angibt und deren Vorzeichen als
Kriterium fir die Rundung auf den néchstliegenden Rasterpunkt dient (Bild 2.39).

Ist E <0, so wird der exakte y—Wert auf den nachst kleineren, ganzzahligen
Y -Wert abgerundet, d.h. die Y—-Koordinate wird gegenlber dem vorhergehenden
Bildpunkt nicht verandert. Andernfalls wird aufgerundet und Y um 1 erhoht.

Zur Berechnung von E wird ohne Einschrénkung der Allgemeinheit vereinfa-
chend angenommen, der betrachtete Vektor beginne im Koordinatenursprung (vgl.
Bild 2.39).

GrolRe Buchstaben geben Rasterpunkte, kleine geben Punkte des Vektors an:

1 AY 1
BTS2

Fallunterscheidung:

Fall 1: E; > 0:
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Abbildung 2.39: Erzeugung der Rasterpunkte des Vektors durch Rundung

Néachster Punkt wird:

X1 = Xo+1 =1
Y1 = Yo+1 =1

Fir die n&chste Entfernung E» gilt dann:
1
E2 = y2—Y1—3

2

AY 1
— = Y1 =
y1+AX 0 5

d.h.

Fall 2: E; <0:

Néachster Punkt wird:

X1 = Xo+1 =1
Y. = Yo = 0

Fir die n&chste Entfernung E» gilt dann:

1
E, = —Y,—Z
2 Yo—TY1 5

1

_= —Y——

Y2—"Yo 5
AY

- 1T T3

= Ej+—
1 AX
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d.h. AY
E=E+-—
+ AX

Da von E nur das Vorzeichen interessiert, konnen die stérenden Quotienten durch
Multiplikation mit 2 - AX beseitigt werden:

E, = 24AY — AX
E;>0 : E:=E 42(AY —AX)
E; <0 : E :=E +2AY

Damit l&Rt sich ein Algorithmus angeben, der nur mit ganzen Zahlen sowie Addi-
tion, Subtraktion und Shift arbeitet [ ]:

AY = Yo - Yq;

AX = X - Xi;

X = Xi1; < Anfangspunkt des Vektors
Y = Yq;

E = 2AY - AX;

FOR i:=1 TO AX DO

BEGIN
schreibe (X, Y);
X =X+1;
IF E'>0 THEN
BEGIN
Y =Y + 1;
E' = E' + 2(AY - AX)
END
ELSE E' := E' + 2AY
END;

schreibe (X, Y); < Endpunkt des Vektors

Das Aussehen der so erzeugten Vektoren ist wegen der geringen Aufldsung des
Rasterbildschirms unbefriedigend (vgl. Bild 2.40). Statt einer glatten Linie sieht
man unregelmaRige Treppenstufen. Dieser Effekt, oft “aliasing” genannt, 1863t sich
mindern, wenn ein Sichtgerat mit voller Grauwert— bzw. Farbaufldsung zur Ver-
fugung steht. Dabei wird dann die integrierende Wirkung des Auges ausgenutzt.

Wenn Sie die PDF-Version des Kurses bearbeiten, kénnen Sie jetzt das Inter-
aktionselement "bresenham’ anwéhlen.

2.5.2 Glatten von gerasterten Strecken

Zur Darstellung von geglatteten Strecken bietet sich ein einfacher Algorithmus an,
der sich, wie schon der Bresenham-Algorithmus, ebenfalls gut fur eine Hardware-
implementierung eignet. Der Algorithmus wird wieder am Beispiel eines Vektors
mit einer Steigung zwischen 0 und 1 dargestellt (Bild 2.40).
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Abbildung 2.40: Gegenliberstellung von ungeglattetem und geglattetem Vektor

Zur Verdeutlichung ist im Bild 2.40 eine Ubertrieben grobe Rasterung gewahlt
worden! Es ist zu erkennen, dal} bei dem hier vorgestellten einfachen Glattungs-
verfahren flr jeden X-Wert (Spalten) zwei (bereinanderliegende Pixel gesetzt
werden. Die Gesamthelligkeit ist in jeder Spalte gleich und wird den vertikalen
Entfernungen E der beiden Pixel von der zu untersuchenden Strecke entsprechend
verteilt. Dabei nimmt die Pixelhelligkeit (Grauwert) linear mit steigender Entfer-
nung ab.

1 fur E=0
Normierter Grauwert = beim Bildschirm;
0 fur E=1

Auf dem Papier sind schwarz und weil3 vertauscht. Aus Bild 2.40 rechts ist der
Ablauf des Glattungsverfahrens zu erkennen: Nach dem Bearbeiten einer Spal-
te wird immer nach rechts oben weitergegangen (X und Y werden um 1 erhoht).
Dann wird die vertikale Entfernung E des erreichten Pixel von dem zu zeichnen-
den Vektor bestimmt. Das Vorzeichen gibt an, ob das zweite Pixel in dieser Spalte
oberhalb oder unterhalb des bereits erreichten Pixel liegt. Folgende Pascalproze-
dur ist eine mogliche Realisierung dieses Algorithmus:

PROCEDURE antialiased-line (Xi,Y1,X2,Y2: integer);

VAR i:integer;
VAR X,Y,dX,dY:integer;
VAR incrkE, E: real;

BEGIN
X = Xq1;
Y 1= Yq;
dX = Xo—X1;
dy := Yo —Y1;

{Anfangswerte setzen}
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IF dX <> 0 THEN {sicherstellen, daR dX # 0}

incrE := 1 - dY/dX

{Anderung von E, wenn man nach rechts oben zum néachsten Pixel
geht}

E:=0;

{Startwert fiir ganzzahligen Vektoranfangspunkt }

schreibe (X,Y,1);

{Startpixel mit max. Grauwert}

FOR i1 :=1 TO dX DO

BEGIN
X =X+ 1;
{nach rechts }
Y =Y + 1;

{nach oben }

E := E + incrE;

{E fur das neue Pixel}

schreibe (X,Y,(1 - abs(E)));

{Pixel mit Grauwert 1 - |[E|) }

IF E <0 THEN

{Pixel ist unterhalb des Vektors, deshalb ist das zweite Pixel die-
ser Spalte oberhalb des ersten}

BEGIN
Y =Y +1;
{nach oben}
E:=E + 1;

schreibe (X,Y,(1-abs(E)));

{oberes Pixel mit Grauwert 1 - |E|}

Y =Y -1;

{zuriick nach unten, um anschlielend wieder nach rechts oben
gehen zu kdénnen}

E:=E - 1;
END
ELSE E > 0

{Pixel ist oberhalb des Vektors, deshalb ist das zweite Pixel un-
terhalb davon}

BEGIN
Y =Y -1;
{nach unten}
E:=E - 1;

schreibe (X,Y,(1-abs(E)));
{unteres Pixel mit Grauwert 1-|E|}
END
END
END;

Sind Anfangs- und/oder Endpunkt reelle Zahlen, dann mussen diese Félle durch
besondere Initialisierungen behandelt werden.

Um mit Glattungsverfahren die gewiinschte Bildverbesserung zu erreichen, ist
noch folgendes zu beachten:
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e Eine Gammakorrektur muf3 vorgenommen werden.

e Wenn Vektoren in geringem Abstand voneinander zu zeichnen sind, so muR
verhindert werden, dal hell gesetzte Pixel von einem benachbarten Pixel
wieder dunkel gesetzt werden. Dieser Effekt tritt vor allem bei Eckpunkten
auf, in denen mehrere Vektoren zusammentreffen. Die einfachste Losung
fur dieses Problem besteht darin, einen neuen Helligkeitswert nur dann zu
speichern, wenn er groRRer als der bereits gespeicherte ist.

o Beijedem Algorithmus zur Streckenrasterung, bei dem die Anzahl der Pixel
pro Spalte bzw. Zeile konstant ist, mul bertcksichtigt werden, dal® Vekto-
ren mit einer Neigung a von 0 < a < 45° gegeniiber den Koordinatenach-
sen langer als achsenparallele Vektoren mit gleicher Pixelanzahl sind (Bild
2.41). Um den Eindruck gleicher Helligkeit zu erreichen, mul} deshalb der

. 1 .
Grauwert mit dem Faktor —— skaliert werden.
cosa

yx

7
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Abbildung 2.41: Unterschiedliche Lange als Funktion von a

Aus Bild 2.41 ist zu erkennen, daR hier ein quadratisches Pixelmodell angenom-
men wird, das liickenlos und ohne Uberlappung die Bildschirmflache bedeckt.
Dies entspricht naturlich nicht den physikalischen Gegebenheiten, jedoch verein-
fachen sich die Pixelberechnungen so erheblich. Darlber hinaus ist die so erziel-
te Bildqualitat im Vergleich zu Kreismodellen nicht schlechter. Rastergraphik ist
ihrem Wesen nach Flachengraphik. Die Strecke hat deshalb als Begrenzung zwi-
schen zwei Flachen eine viel groRere Bedeutung als ein einzelner \Vektor.

Aufwendigere und genauere Glattungsverfahren sollen deshalb im Zusammen-
hang mit der Rasterung von Polygonen besprochen werden.
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\orteile der Dreieckszerlegung

Wenn Sie die PDF-Version des Kurses bearbeiten, kénnen Sie jetzt das Inter-
aktionselement ’fineline” anwahlen.

2.5.3 Rasterung von Polygonen

Werden Polygone als eine Folge von Strecken betrachtet, handelt es sich also
um Vektorgraphik, dann kann die Rasterung durch vektorweise Anwendung des
Bresenham-Algorithmus durchgefiihrt werden. Das Entscheidungskriterium bei
diesem Algorithmus ist der kleinste Abstand zum gewnschten Vektor. Deshalb
liegen die ausgewahlten Pixel in der Regel auch links und rechts des idealen Ver-
laufs (siehe Bild 2.42). Beschreiben Polygone jedoch die Begrenzung von Fla-
chen, dann ist dieser Algorithmus nattrlich untauglich, weil das angewandte Ent-
scheidungskriterium irrelevant ist. Bei der Darstellung von Flachen mufR namlich
entschieden werden, ob ein Pixel

aulerhalb
innerhalb oder
auf

der Begrenzung (Polygonkante) liegt. Innerhalb liegende Pixel gehdren zur Po-
lygonfléche und miissen gezeichnet werden.

Fur Pixel, die auf einer Polygonkante liegen, muR3 eine Vereinbarung getroffen
werden, damit auch gemeinsame Kanten zwischen zwei Fl&chen eindeutig be-
handelt werden konnen. Ublicherweise wird vereinbart, daB Pixel auf linken und
unteren Kanten gezeichnet werden, auf rechten und oberen Kanten aber nicht!
Das bedeutet, daf in diesen Féllen die oberste Rasterzeile und das rechte Pixel der
entsprechenden Zeile fehlt!

In der folgenden Beschreibung zur Rasterung von polygonal begrenzten Flachen
werden statt allgemeiner Polygone nur Dreiecke betrachtet. (Der beschriebene
Algorithmus funktioniert aber auch mit allgemeinen Polygonen). Dreiecke sind
per Definition konvex und tragen deshalb zu einer bestimmten Rasterzeile nur ein
Segment bei (siehe Bild 2.42), wodurch die Entscheidung auf innerhalb oder au-
Rerhalb vereinfacht wird. Darlber hinaus haben die fir die Verdeckungs— und
Beleuchtungsrechnung wichtigen GroélRen bei Dreiecken einen linearen Zusam-
menhang und kénnen inkrementell berechnet werden (siehe Kapitel 7 Uber Be-
leuchtungsmodelle). Dies ist die Voraussetzung fur optimale Algorithmen mit der
Eignung zur Hardwareimplementierung.

Der Algorithmus besteht aus drei Schritten (siehe Bild 2.42):
1) Berechne die Schnittpunkte zwischen Dreieckskanten und Rasterzeilen.
2) Sortiere die Schnittpunkte nach aufsteigendem X—-Wert fiir jede Rasterzeile.

3) Fulle die Segmente zwischen den entsprechenden Paaren von Schnittpunk-
ten.
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Die Berechnung von Schnittpunkten von Rasterzeile zu Rasterzeile wird inkre-
mentell durchgefiihrt nach der Vorschrift:

1
Xit1 = Xi+ o’
. Yo—Y1 .. .
wobeim = die Steigun
Xo— X1 gung

der betrachteten Polygonkante ist. Je nachdem, ob Xj,1 ganzzahlig oder reell ist
und ob es sich um eine linke oder rechte Kante (ein Segment geht immer von links
nach rechts) handelt, ist zu entscheiden, welches Pixel als zum Dreieck gehoren-
der Start— bzw. Endpunkt eines Zeilensegments gewahlt wird. Dabei ist die oben
genannte Vereinbarung flr den Fall auf zu beachten.

Y
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Abbildung 2.42: Rasterung eines Dreiecks

Am Beispiel einer linken Kante wird die Vorgehensweise erklért (siehe Bild 2.42).
Die Rasterung der linken Kante beginnt beim Startpunkt Xyin = 1 und Ypi, = 1.
Laut Definition gehort dieser Punkt zum Dreieck. Fur die néchste Zeile (Y = 2)
wird der Kantenschnittpunkt

Xmax - Xmin AX
Xi = X+ o T = X4
e a Ymax - Ymin s AY’
2

inkrementell berechnet. Man erkennt, dal3 das zum Dreieck gehdrende Startpixel
fur die nachste Zeile durch die zu Xj,1 nachst gréRere ganze Zahl bestimmt ist,
sofern der gebrochenrationale Teil von Xj+1 von Null verschieden ist. Ist Xj;1
ganzzahlig, so ist das Pixel auf der linken Kante definitionsgemaf ein Punkt des
Dreiecks.
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Algorithmus mit
Integerarithmetik ohne Division

Offenbar ist der Betrag von 1/m gar nicht so entscheidend. Vielmehr interessiert,
wann die Akkumulation des gebrochenrationalen Anteils von 1/m zum Uberlauf
fuhrt! Hierzu wird keine Division benétigt. Addition und Subtraktion reichen
als Operationen aus. Ahnlich der Vorgehensweise beim Bresenham-Algorithmus
wird

1 AX
m- AY
nicht berechnet, sondern nur AX akkumuliert und das Ergebnis mit AY verglichen.
Damit 183t sich fiir die linke Kante des Dreiecks folgender Algorithmus zur Ra-

sterung angeben:

PROCEDURE linkeKante (Xmin,Ymin, Xmax, Ymax : integer);
BEGIN
X 1= Xmin; {Startpixel}
Y = Ynin;
AX 1= Xmax = Xmins
AY = Ymax = Ymins
accu := 0; {Initialisieren des Akkumulators}
FOR Y := Ypin TO Ymax DO
BEGIN
schreibe(X,Y);
accu := accu + AX;
WHILE accu > 0 DO
{Uberlauf zum n&chsten Pixel!}
{Accu um AY verkleinern}

BEGIN
X=X+ 1;
accu := accu - AY
END;
END

END;

Der gleiche Algorithmus wird auch flr die rechten Kanten ben6tigt, was hier aber
nicht ausgefuhrt wird.

Aus Bild 2.42 ist zu entnehmen, daB natirlich auch bei flachigen Objekten die
Rénder &sthetisch unbefriedigende Rasterfehler aufweisen. Eine mdgliche Lésung
ist die exakte Ermittlung der vom Dreieck lberdeckten Pixelfléche.

2.5.4 Glatten von Polygonkanten

Ein haufig angewandtes Verfahren zur Glttung (anti-aliasing) sind die sogenann-
ten Subpixelmasken [ 1. [ 1. 1. [ 1. 1 ]. Hierbei
wird die Flache der kritischen Randpixel in eine quadratische Anzahl von Subpi-
xel (z.B. 4 x 4) unterteilt (siehe Bild 2.43). Statt eines Pixels werden nun 16 Sub-
pixel (die Maske) mit entsprechend hoher Auflésung berechnet. Deshalb spricht
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man auch von Uberabtastung, over-sampling oder supersampling. Der Grau-
oder Farbwert des auszugebenden Pixel wird dann durch Addition der Subpixel-
beitrdge bestimmt.

Das einfachste und deshalb gebrduchlichste Verfahren ist die Bestimmung der
Masken aus der Lage der Mittelpunkte der Subpixel. Ein Subpixel wird gezahlt,
wenn es innerhalb des Polygons liegt. Mit dieser einfachen Methode wird aller-
dings die Uberdeckte Pixelflache — im Vergleich zum Aufwand — duRerst ungenau
bestimmt (Bilder 2.43, 2.44).

a) b)

Abbildung 2.43: Horizontale Polygonkante tiber der in (4 x 4) Subpixel aufgeteilten Pi-
xelflache

Wird z.B. eine horizontale untere Polygonkante, wie in Bild 2.43 dargestellt, Gber
das Pixel geschoben, so wird die teilweise Uberdeckung der Pixelflache erst fest-
gestellt, wenn die obere Zeile von Subpixelmittelpunkten erreicht ist. Dann erst
werden die 4 oberen Subpixel als innerhalb gesetzt usw. Dies bewirkt, dal die
Helligkeit des Pixels beim Weiterschieben der Kante sich in 4 Helligkeitsstufen
&ndert (Bild 2.44a). Bei dem Aufwand von 16 berechneten Subpixeln mdchte man
aber auch eine Grauwertaufldsung von 16 Stufen erreichen, wie Bild 2.44c) zeigt.
Der gleiche unbefriedigende Effekt tritt bei anderen Kantenneigungen auf. Bild
2.44b) zeigt noch den Fall einer 45°-Kante.

16} Subpixels 6] Subpixels 6] Subpixels
set 1 set set

12 a) 12] b) 12 C)
8 d 8 bg:’ 8

o ] e

Q Q
. &P o] P .

Area covered | Area covered Area covered

0 ) ) 12 %" ° ) [) 12 5 %0 ) ) 2 15

Abbildung 2.44: Zahl der gesetzten Subpixel als Funktion der Uberdeckten Pixelflache
beim Supersampling:
a) horizontale und vertikale Kanten, b) diagonale Kanten, ¢) erwiinschtes Verhalten
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Sind Objektdetails kleiner als ein Subpixel, dann treten beim konventionellen Su-
persampling besonders unangenehme Fehler auf. Bei dynamischen Darstellungen
erscheinen und verschwinden diese Objekte bei ihrer Bewegung tber den Bild-
schirm. Sehr diinne Objekte oder das Ende eines spitzen Dreiecks erscheinen als
gestrichelte Linie (Bild 2.45).
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Abbildung 2.45: Probleme beim Supersampling:
gesetzte Subpixel sind schwarz; die Schraffur zeigt den Grauwert abhangig von der An-
zahl gesetzter Subpixel.

Eine Mdglichkeit zur Milderung dieser Effekte ist stochastisches Sampling [ 1,
[ 1 [ ]. Allerdings kann das Blinken sich bewegender kleiner Objekte
auch hiermit nicht beseitigt werden.

Gute Resultate, die auch in vernunftigem Zusammenhang zum Rechenaufwand
stehen, werden durch die exakte Ermittlung der berdeckten Pixelflache erzielt
[ ]. Hierbei wird nicht im Mittelpunkt der Subpixel abgetastet, sondern die
tUiberdeckte Pixelflache exakt berechnet und durch die Anzahl der gesetzten Sub-
pixel ausgedruckt. Die Genauigkeit des Resultats entspricht also der Subpixel-
auflosung der Pixelflache und demnach dem geleisteten Rechenaufwand.

Im folgenden wird der Algorithmus fir (4 x 4) Subpixel erklart. Eine Erweiterung
auf nxn ergibt sich einfach.

Der Algorithmus I6st die Aufgabe in zwei Schritten:

Zuerst wird die berdeckte Pixelflache (auf 1/16 genau) berechnet und durch die
Anzahl der gesetzten Subpixel angegeben.

Dann wird die Lage der gesetzten Subpixel festgestellt. Hierflir nutzt man die Be-
obachtung, dalR fiir eine gegebene Subpixelmaske (z.B. 4 x 4) nur eine geringe
Zahl (z.B. 32) unterscheidbarer Reihenfolgen der Subpixeliiberdeckung entspre-
chend unterscheidbarer Kantenneigungen existiert (Bild 2.46).
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Abbildung 2.46: Numerierungsschema der Subpixel und mégliche Reihenfolge der Sub-
pixeliberdeckung

Beispielsweise sieht man aus Bild 2.46, daf? alle Kanten zwischen E1 und E» die
Subpixel in der gleichen Reihenfolge Uberdecken, ndmlich wie Typ A.

Man benétigt also Kantenneigung und Abstand zum Pixelmittelpunkt als Ein-
gangsparameter und die zugehorige Pixelmaske als Ausgangsparameter. Dieser

Zusammenhang ist nur einmal zu berechnen und kann in einer Tabelle (LUT) ab-

gelegt werden (siehe Bild 2.47).

E B — W A7 77,
LUT V% Z
dE, W27

o (dEy)

Abbildung 2.47: Tabelle fiir Subpixelmasken

Zum Aufbau dieser Tabelle wird eine Darstellung der Polygonkante benétigt, die
bei vorgegebener Neigung den Abstand eines Pixels zur Polygonkante unmittel-
bar angibt und eine inkrementelle Berechnung fur das Nachbarpixel erlaubt. Dies
leistet die Hesse’sche Normalform der Geraden. Dabei ist zu beriicksichtigen, daf

jetzt auch Pixel aul3erhalb des Polygons betrachtet werden missen (siehe Bild
2.43).

Sei X,Y das Startpixel der Kante und x,y ein beliebiges Pixel, so kann man als
(lineare) Kantenfunktion E(x,y) (Entfernungsfunktion) schreiben (Bild 2.48):

E(X,Y) = (Xx—X)dEx+(y—Y)dE, mit dE,~ OE((ax,y)’ dE, ~ aE((aixy)

X y
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Punkt im Dreieck: x
Alle drei Kanten-— ® e ®
funktionen positiv X, ®

Abbildung 2.49: Feststellung von innerhalb und aufRerhalb durch Kantenfunktionen

mit der Bedingung fiir die Kante:
In Bild 2.48 wurde dE, = sina und dEy = —cosa gesetzt, wodurch diese Bedin-
gung erfullt ist.
Ist der Wert der Kantenfunktion E(x,y) fur ein Pixel (x,y) bekannt, so kann der
Wert fiir ein Nachbarpixel (x+ 1,y) inkrementell gewonnen werden:

E(x+1,y) = E(x,y) + dEx

Mit Hilfe des Vorzeichens von E (x,y) kann entschieden werden, auf welcher Seite
der gerichteten Kante ein Pixel liegt. Hierzu gengt es,

dE, = AY bzw.
dEy —AX
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zu wahlen [ ]. Soll E(x,y) den Abstand angeben, dann missen dEy und dE,
noch mit der Kantenladnge normiert werden (L, — Norm):

AY

dEy, = ——————— =ssina und
g VAXZ+AY?2

dE, = —L = cosa
Yo VBXZFAYZ

(Diese Werte in E(x,y) eingesetzt, liefert die Hesse’sche Normalform der Gera-
den.) Die so berechnete Entfernung E (x,y) gibt allerdings nur fir ein kreisformi-
ges Pixelmodell an, ob das Pixel geschnitten wird (Bild 2.50).

Abbildung 2.50: Alle Kanten mit E(x,y) = (1/2)1/2 vom Pixelmittelpunkt (Lo-Norm)

Hier wird aber ein quadratisches Pixelmodell vorausgesetzt. Ein dem Problem an-
gemessenes, winkelabhéngiges Verhalten der Entfernungsfunktion E(x,y) liefert
die Wahl der sogenannten Manhattan distance oder L1—Norm zur Normierung:

AY AX

dE, = — > d dE,=—— =2
Xy Y = T IAX| AV

Auf diese Weise wird auch die aufwendige Auswertung der Quadratwurzel ver-
mieden. Bild 2.51 zeigt das Verhalten von E(x,y) = 1/2. Man erkennt, daf8 E(x,y)
das gewiinschte Entfernungsmal fir das quadratische Pixelmodell liefert.

Zum Abschluf? wird die Leistungsfahigkeit des Verfahrens noch mit einigen Er-
gebnissen belegt. Bild 2.52 zeigt, daf die in Bild 2.45 gezeigten Probleme bei sehr
kleinen Objekten geldst werden kénnen.

Bild 2.53 bestatigt die Leistungsfahigkeit des Verfahrens im Vergleich zu Super-
sampling bei gleichem Aufwand eindrucksvoll.
Das dritte Bild zeigt das Verfahren von Schilling [ ].
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Abbildung 2.51: Alle Kanten mit E(x,y) = % vom Pixelmittelpunkt (L1-Norm)
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Abbildung 2.52: Probleme aus Bild 2.50 mit 4 x 4— Maske korrekt behandelt

Subpixelmasken kdénnen nicht nur zur Glattung eingesetzt werden. In Kapitel 5
"Visibilitat” werden sie zur Visibilitatsberechnung verwendet. Dort wird noch ge-
zeigt, dalR Anti-aliasing, Visibilitat und Transparenz auf der Ebene des einzelnen
Pixels gemeinsam betrachtet werden missen.

Wenn Sie die PDF-Version des Kurses bearbeiten, kdnnen Sie jetzt das Inter-
aktionselement "exact” anwéhlen.
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Abbildung 2.53: Leistungsfahigkeit des vorgestellten Verfahrens:
Oben: Spitzes Dreieck ohne Glattung

Mitte: Spitzes Dreieck mit Supersampling
Unten: Spitzes Dreieck mit dem Verfahren von Schilling
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2.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1
Welche der Eingabegeréte

a) Tastatur / Keyboard
b) Lichtgriffel / Lightpen
c) Tablett/ Tablet
d) Potentiometer / Dials
e) Steuerknippel / Joystick
f) Maus / Mouse
g) Rollkugel / Trackball
h) Funktionstasten / Function Keys
sind geeignet, um damit die folgenden Aufgaben beim interaktiven Arbeiten mit

einem Graphiksystem mit gentigender Prazision, jedoch einfach, effizient und ele-
gant zu erfllen:

— Eingabe eines Punktes

— Eingabe eines Linienzugs / Polyline

— Eingabe einer Kurve

— Auswaéhlen eines Bildobjekts

— Eingabe eines Textes

— Auswahl aus einem Meni von Funktionen
— Hilfe—Anforderung

— Eingabe eines reellen Zahlenwertes

— Bewegen eines Objekts auf dem Schirm
— Eingreifen in eine Simulation

— Eingabe eines dreidimensionalen Objekts

Tragen Sie fir jede Aufgabe zu jedem Eingabegerét die Eignung in die Matrix
ein: “—" = ungeeignet, “0” = bedingt geeignet, “+” = gut geeignet.
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| [a[blc|d]e[flg[h]

Punkteingabe

Polylineeingabe

Kurveneingabe

Objektauswahl

Texteingabe

Funktionsmenii

Hilfe anfordern

Realwerteingabe

Objekt bewegen

Eingriff Simulation

3D Eingabe

Aufgabe 2

Gegeben sei die Gerade y = gx+ 2.

a) Tragen Sie den Geradenverlauf im Bereich x = [0,9] unter Benutzung des
Bresenham-Algorithmus in ein Pixel-Raster ein.

b) Nennen Sie die Vorteile des Bresenham-Algorithmus.

Aufgabe 3

Ein Kreis ist durch seinen Mittelpunkt ¢ und seinen Radius r definiert. Die Auf-
gabe besteht darin, einen solchen Kreis auf einem Rasterbildschirm zu zeichnen
(approximieren). Wir wollen dabei folgenden Algorithmus (Kreisalgorithmus von
Bresenham [ ]) verwenden:

Sei zundchst einmal ¢ = 0. Jeder Punkt (x,y) hat den euklidischen Abstand

d(6y) = VoEHyP -1

vom Kreis x? +y2 = r2. Da diese Funktion aufgrund der Wurzel fiir schnelle inkre-
mentelle Distanzberechnungen nicht geeignet ist, verwendet Bresenham alternativ
die Funktion

z=NA(X,y) =x2+y?—r2.

Die Funktion A(x,y) beschreibt ein hyperbolisches Paraboloid. Ein Schnitt mit
der Ebene z = 0 stellt genau den Ursprungskreis mit Radius r dar. In Abb. 2.54 ist
das hyperbolische Paraboloid in der Schnittebene y = 0 skizziert. Der Kreis geht
in dieser Abbildung durch die Punkte (r,0) und (—r,0), der euklidische Abstand
d(xi,0) entspricht der L&nge |x; — r|, und der von Bresenham alternativ verwen-
dete “Abstand” A(x;,Y;) entspricht der L&nge der eingezeichneten gestrichelten
Linien.

Kommen wir nun zum eigentlichen Kreisalgorithmus. Gehen wir von der Annah-
me aus, dal’ wir uns im ersten Quadranten befinden und die Pixel im Uhrzeiger-
sinn berechnet werden sollen. War (x,y) das zuletzt gesetzte Pixel, dann gibt es
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z = A(X,y) = X*+ yz— r?

N

Abbildung 2.54: Schnitt eines hyperbolisches Paraboloids mit der Ebeney =10

fir das nachste Pixel nur drei Moglichkeiten: (x+1,y), (x,y—1), (x+1,y—1).
Die Abstande dieser Pixel vom Kreis kdnnen wie folgt inkrementell berechnet
werden:

Ax+1y) = AlXYy)+2x+1
Axy=1) = Ay)-2y+1
Ax+1ly—1) = AXYy)+2x—2y+2

Um den Kreis mit Mittelpunkt ¢ zu erhalten, wird das Pixel mit dem kleinsten
Absolutbetrag von A um c transliert und gezeichnet.

Aufgabe 4

Ein Rastergerét hat eine Auflosung von 1024 x 1024 Bildpunkten und ermdéglicht
farbige Darstellung durch Ansteuerung der drei Farbkathoden (R,G,B). Jede Ka-
thode kann mit 8 Helligkeitsstufen betrieben werden.

a) Wieviele unterschiedliche Farben sind darstellbar?
b) Wie groR muR der Bildwiederholspeicher sein?

¢) Wie grof3 ist die maximal zuldssige Zugriffszeit tocc fur ein Pixel bei einer
Bildwiederholfrequenz von 60 Hz? (Alle Bits eines Pixels werden paral-
lel gelesen; pro Speicherzugriff wird nur 1 Pixel gelesen; die horizontale
Rucklaufzeit tay und die vertikale Riicklaufzeit ta, seien bekannt.)

Aufgabe 5

Gegeben ist ein geschlossenes Polygon, das bereits in den Bildspeicher eingetra-
gen wurde. Das Polygon hat eine gegebene Randfarbe. Kein Pixel im Polygon-
inneren habe diese Randfarbe. Startet man nun mit einem beliebigen Pixel (x,y)
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im Polygoninneren (dem Saatkorn, seed), so lait sich jedes andere Pixel (x',y')
durch eine Kombination von Schritten in ostlicher (x + 1), westlicher (x — 1),
nordlicher (y+ 1) und stdlicher (y — 1) Richtung vom Pixel (x,y) aus erreichen.
Implementieren Sie aufbauend auf dieser Idee einen rekursiven Fullalgorithmus,
der samtliche Pixel im Inneren des Polygons auf eine Fullfarbe setzt.



2.7 LOSUNGEN zU DEN UBUNGSAUFGABEN

2.7 Losungen zu den Ubungsaufgaben

Ldésung 1

Punkteingabe
Polylineeingabe
Kurveneingabe
Objektauswahl
Texteingabe
Funktionsmeni
Hilfe anfordern
Realwerteingabe
Objekt bewegen
Eingriff Simulation
3D-Eingabe

o Ol
+ o + +|T
+ 4+ + +|o

o Ol
+ + + +|=n
+ O + +|@

o O

o o + + |
O

O

CoOoO+ + 4+ + O
+ 4+ O+ +
o+ o+ +

O OO + O O
+ + O+ +
O+ O + +
O+ O + +

O+ 0O + +
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Ldsung 2
a)
y = 2X+2
Xa - 0 Ya — 2
Xe — 9 Ye — 7
AX =9 AY = 5
2(AY —AX) = -8 20Y = 10
Eg = 20Y —AX =1
Ausgabe | Ausgabe | neues | neues | neues
Index X Y X Y E’
0 0 2 1 3 -7
1 1 3 2 3 3
2 2 3 3 4 -5
3 3 4 4 4 5
4 4 4 5 5 -3
5 5 5 6 5 7
6 6 5 7 6 -1
7 7 6 8 6 9
8 8 6 9 7 1
9 9 7
y
7 o
6 oo
5 o O
4 oo
30 @
2@
1
0
0 1 2 3 45 6 7 8 9 %
b) - Nur Integer—Arithmetik erforderlich;
— nur Addition, Subtraktion, Shift benétigt (keine Multiplikation, Divi-
sion);

— in jedem lIterationsschritt wird genau ein neuer Rasterpunkt generiert
(kein Punkt mehrfach);

— die erzeugte Gerade verlduft genau durch den Anfangs— und End-
punkt;

— es werden symmetrische Punktfolgen bzgl. Anfangs— und Endpunkt
erzeugt, es gibt Zyklen von Punktfolgen;

— der Abstand zwischen berechneten Rasterpunkten und exakter Gerade
ist minimal.
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Ldésung 3

(***'k*'k*********'k*********'k******************************************)

PROCEDURE kreis

Parameter:
(centerx,centery) Kreis-Mittelpunkt
radius Kreis-Radius
color Kreis-Farbe

Aufgabe:

"kreis’ berechnet und zeichnet einen Kreis mit Hilfe des BRESENHAM-
Algorithmus.

Dieser arbeitet rein inkrementell, d.h., er kommt vollig ohne Multipli-
kationen aus.

Wirklich berechnet wird nur ein Oktant des Kreises.

Die 7 anderen Oktanten entstehen durch Spiegelung des berechneten
Oktanten an den Haupt- und Diagonalachsen.

BRESENHAM-Algorithmus:

Jeder Punkt (x,y) der Ebene hat den Abstand
delta = f(x,y) = sqr(x) +sqr(y) — sqr(radius)

vom Kreis.
War (x,y) der zuletzt gezeichnete Punkt, dann gibt es fir den néchsten Punkt
nur 3 Mdglichkeiten: (x+1,y), (x,y—1), (x+1,y —1).
Die Abstande dieser Punkte vom Kreis berechnen sich wie folgt:
1. delta:=f(x+1y) =delta+2*x+ 1
2. delta:=f(x,y-1) =delta-2*y +1
3. delta :=f(x+1,y-1) =delta+2*x-2*y+2

Der Punkt mit dem geringsten Abstand wird gezeichnet.

(************************'k************'k*********************************)

PROCEDURE kreis ( centerx, centery, radius, color : integer);

VAR X, Y, delta, limit,
deltahorizontal, deltavertical, deltadiagonal,
absdeltahorizontal, absdeltavertical, absdeltadiagonal : integer;
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(*** SUB-PROCEDURE p 1 0t 8 ***)

(*** Nur der Punkt im 2. Oktanten wird wirklich berechnet.

Alle Gbrigen Punkte entstehen aus Spiegelung an der

x-Achse, an der y-Achse und an den beiden Hauptdiagonalen. ***)

PROCEDURE plot8 ( x, y : integer );

BEGIN
PutPixel ( centerx+y, centery +x, color );
(*** 1. Oktant *** )
PutPixel ( centerx + x, centery+Yy, color );
(*** 2. Oktant ***)
PutPixel ( centerx — x, centery 4+, color );
(*** 3. Oktant ***)
PutPixel ( centerx —y, centery+ X, color );
(*** 4. Oktant ***)
PutPixel ( centerx —y, centery —x, color );
(*** 5. Oktant ***)
PutPixel ( centerx —Xx, centery —y, color );
(*** 6. Oktant ***)
PutPixel ( centerx+ X, centery —y, color );
(*** 7. Oktant ***)
PutPixel ( centerx+y, centery —x, color );
(*** 8. Oktant ***)

END,;

BEGIN
(*** Initialisierung ***)
X:=0;
y ;= radius;
delta:=0;
limit := round (0.5 % sqrt(2) x radius);
plot8 (x,Yy);
(*** Schleife Uber den 2. Oktanten im Uhrzeigersinn,
d.h. vom Punkt (0,radius) bis zum Punkt: (1/sqrt(2) «radius, 1/sqrt(2) x

radius) ***)

WHILE x < limit DO

BEGIN
deltahorizontal := delta+-2*x+1;
deltavertical := delta—2x*xy+1;
deltadiagonal := delta4+2*xx—2x*xy+2;
absdeltahorizontal := abs(deltahorizontal);

absdeltavertical abs(deltavertical);

absdeltadiagonal := abs(deltadiagonal);
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IF absdeltahorizontal <= absdeltavertical THEN

BEGIN
IF absdeltahorizontal <= absdeltadiagonal THEN
BEGIN
X = x+1;
delta := deltahorizontal
END
ELSE
(*** absdeltahorizontal > absdeltadiagonal ***)
BEGIN
X = x+1;
y = y-1L
delta := deltadiagonal
END
END
ELSE
(*** absdeltahorizontal > absdeltavertical ***)
BEGIN
IF absdeltavertical <= absdeltadiagonal THEN
BEGIN
y = y-1
delta := deltavertical
END
ELSE
(*** absdeltavertical > absdeltadiagonal ***)
BEGIN
X:=X+1;
y=y-1
delta := deltadiagonal
END
END;
plot8 (x,y)
END

END;
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Losung 4

a) Anzahl der Farben = 8% =512 = 233 =2°

b) 1024 x 1024 x 9 = 9 MBit

ﬁ—tAv
C) tacc = 76%024 il
1024
Ldsung 5

PROCEDURE SeedFill (x,y :integer);

BEGIN
IF GetPixel(x,y) <> RandFarbe AND GetPixel(x,y) <> Fullfarbe

THEN

BEGIN
PutPixel(x, y, Fullfarbe);

SeedFill(x + 1,y );
SeedFill(x - 1,y );
SeedFill(x ,y +1);
SeedFill(x ,y-1)
END
END;
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Glossar

Bildrechner (graphics display system) (2.4, S.40)

Rechner zur Darstellung komplexer graphischer Objekte. Wéahrend bei Vek-
torgeraten die graphischen Objekte direkt aus der Bilddefinition erzeugt und
auf dem Bildschirm dargestellt werden, werden bei Rastergeraten die dar-
zustellenden Objekte in Rasterpunkte (Pixel) zerlegt. Die zweidimensiona-
le Pixelmatrix wird im Bildspeicher abgelegt. Wahrend bei Vektorgeréten
die zur Aufrechterhaltung eines Bildes notwendige Bildwiederholung durch
periodisches Auswerten der Bilddefinition erfolgt, wird bei Rastergeraten
die Bildwiederholung durch periodisches Auslesen des Bildspeichers reali-
siert.

Rastergerét (raster display processor) (2.4, S.40)
Bildrechner zur Erzeugung und Darstellung graphischer Objekte
Neben der zentralen CPU, in der die Bilddefinition erzeugt wird, und dem
zentralen Speicher enthélt ein Rastergerét die folgenden Hauptkomponen-
ten:

e Die Bilderzeugungskomponente (display processor) erzeugt anhand
der Bilddefinition die gerasterte Darstellung des Bildes im Bildspei-
cher.

e Die Bilddarstellungskomponente (Bilddarstellung) erzeugt durch zei-
lenweises Schreiben auf dem Videomonitor ein stehendes, flimmer-
freies Bild.

e Der Bildspeicher ist das Bindeglied zwischen Bilderzeugungs- und
Bilddarstellungskomponente.

Fir sémtliche Komponenten gibt es eine Vielzahl unterschiedlicher Reali-
sierungs- und Implementierungsmaoglichkeiten.

Bresenham-Algorithmus (2.5.1, S.66)
Effizienter Algorithmus zur Rasterung von Strecken. Der Algorithmus ar-
beitet ausschlieBlich mit ganzen Zahlen und verwendet lediglich die Ope-
rationen Addition, Subtraktion und Shift.

Glatten von Strecken, Glatten von Polygonkanten (2.5.4, S.74)

Die Schwarz-weil3-Darstellung von glatten Strecken flhrt, abh&ngig von
der Steigung der Strecke, zu mehr oder weniger unregelmaiigen Treppen-
stufen. Dieser Effekt (aliasing genannt) kann durch die Verwendung von
Graustufen gemildert werden. Entsprechende Verfahren werden als Verfah-
ren zum Glatten (anti-aliasing) bezeichnet. Man unterscheidet Verfahren,
die auf Pixelebene arbeiten und Verfahren, die auf Subpixelebene arbeiten
(over-sampling).
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Lehrziele

Nach dem Durcharbeiten sollten Sie verstehen

— warum geometrische Transformationen und ihre effiziente Beschreibung fir
die Graphische Datenverarbeitung wichtig sind,

— was homogene Koordinaten sind und warum sie in der Graphischen Daten-
verarbeitung angewandt werden,

— wie die einzelnen Transformationen innerhalb der (4x4)— Matrix definiert
werden,

— welcher Zusammenhang zwischen Blickpunkt und Fluchtpunkt in einer per-
spektivischen Darstellung besteht,

— wie die Transformationsmatrix zu einer gewunschten Transformation be-
stimmt wird,

— wie Normalen transformiert werden,

— wie eine Kameraposition im Raum definiert wird.



Kapitel 3

Affine und perspektivische
Abbildungen

Die Darstellung eines dreidimensionalen Objekts auf dem Bildschirm setzt vor-
aus, dall — dem Photographieren vergleichbar — die Aufnahmebedingungen einge-
stellt werden kénnen. Das bedeutet z.B. Plazierung und Orientierung des Objekts,
Auswahl der Blickrichtung und Aufnahmeentfernung.

Zur Realisierung dieser Funktionen sind Translation, Rotation, Skalierung sowie
perspektivische Abbildung und Parallelprojektion als Grundoperationen notwen-
dig. Ebenso notwendig sind diese Funktionen fir die Komposition komplexer Sze-
nen aus einfacheren Teilen oder fir die Darstellung dynamischer Vorgénge.

Bevor wir jedoch solche Transformationen eingehender untersuchen, wollen wir
die mathematischen Grundlagen kurz darstellen.

3.1 Affine Raume

Die Zeichenebene und der uns umgebende Raum kénnen nur dann mit dem RR?
bzw. dem R3 beschrieben werden, wenn zuvor ein Koordinatensystem festgelegt
wird. Ublicherweise haben Objekte und Raume kein “eingebautes” Koordinaten-
system; alle Punkte sind gleichberechtigt. Erst bei Vorliegen einer geometrischen
Fragestellung werden Koordinatenursprung und -achsen problemspezifisch ein-
geflhrt, z.B. rechtwinklige kartesische Koordinaten fiir eine Polyederwelt. Das
hierzu passende mathematische Konzept ist der affine Raum.

3.1.1 Der affine Raum

Eine Menge A" heif3t n-dimensionaler affiner Raum, falls ein n-dimensionaler re-
eller Vektorraum V" existiert, so daB3 folgende drei Bedingungen erfillt sind:
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3.1.2 AFFINE UNTERRAUME

(i) Zu jedem geordneten Paar (p,q), p,q € A", gehort ein Vektor v € V". Man
schreibt v = (pg).

(if) Zu jedem p € A" und jedem v € V" existiert ein eindeutig bestimmtes q €
A", sodal v=(py).

(iii) Istv=(pg) und w = (qr), dann gilt v+w = (pr).

Die Elemente des affinen Raumes A" heiRen Punkte.
V" heil’t der zu A" assoziierte \Vektorraum.
Die Elemente aus V" heilRen Vektoren.

Aus (iii) folgt, dal (pp) =0 und (pg) = —(dp).

3.1.1.1 Koordinatensysteme

Eine Menge (0;es,...,en), bestehend aus einem Punkt o € A" und einer Basis
(e1,...,en) von V" heillt Koordinatensystem von A",

Ist ein Koordinatensystem (o0;eq,...,en) gegeben, dann heifl3t fir jeden Punkt p €
A" der Vektor v = (0p) Ortsvektor von p.

Die Komponenten von v bzgl. (e1, ... ,en) heien Koordinaten von p, d.h. p besitzt
die Koordinaten (x1,...,Xn) genau dann, wenn

(0p) =V =x1€1+ Xo€2+ -+ - + Xpen. (3.1)

Der Punkt o besitzt die Koordinaten (0, ...,0) und heifit Ursprung des Koordina-
tensystems.

Die Punkte p; mit (0p;) = ej heien Einheitspunkte.

Die Menge der Punkte (o, p1,...,pn) eines Koordinatensystems wird als affine
Basis bezeichnet.

3.1.2 Affine Unterraume

Eine nichtleere Teilmenge B C A" heif3t r-dimensionaler Unterraum von A", falls
ein r-dimensionaler Untervektorraum W von V" existiert, so dal die folgenden
beiden Bedingungen erfllt sind:

(i) p,aeB=>w=(pg) €W

-

(i) peB,weW = Esgibteingqe Bmit(pg) =w

Dann ist B selbst ein affiner Raum.
Ein (n— 1) dimensionaler Unterraum von A" heif’t Hyperebene.

Ist ein Punkt po € B gegeben, so besteht B aus der Menge aller Punkte p, fiir die
(pap) € W ist.

Ist eine Basis (d1,...,dy) von W gegeben, so gilt fur alle Punkte p € B:
(pop) =A1dy+---+Acdr (A € R)
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Bezeichnen wir (0Pg) mit vo und (0p) mit v, so gilt

V=Vo+A1dy+---+Acdr.

Seien p; die Punkte mit (pgpi) = di, i = 1,...,r und bezeichnen wir (op;) mit v;,
so gilt:

di=vi—vg, i=1,...,r
und damit
V. = Vo+A1(vi—Vo)+ -+ Ar(vr — Vo)
r
= (1= 3 N)Vo+Avi+ -+ Ay (3:2)
i=1
Setzen wir i
A=1-F ), (3.3)
2,
so erhalten wir )
V= 7\iVi, (3.4)
2,

vgl. dazu Abb. 3.1.

Abbildung 3.1: Affiner Unterraum B

Eine Teilmenge X eines Vektorraumes V heilt affiner Unterraum von V, falls es
ein v € V und einen Untervektorraum W C V gibt, so daR
X=v+W ={ueV|esgibteinweW mitu=v+w}.

Die eindimensionalen Unterrdume sind Geraden. Sind zwei verschiedene Punkte
po und py gegeben, so gibt es genau eine Gerade g durch die Punkte pp und pj.
Ist p ein Punkt von g und seien

(0Po) = Vo, (0pP1) =v1 und (0p) =V, (3.5)
so gilt
1
(6p) =v= _Z)\ivi = AoVo+A1v1 (3.6)

und mit (3.3):
V= (1—}\1)Vo+)\1V1 3.7
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g

~
R

Vi v=(1 Ayt Ay,

(0]

Abbildung 3.2: Eine Affinkombination v der Vektoren vy und v, definiert einen Punkt p
auf der Geraden durch pg und p;

(vgl. Abb. 3.2). Das Geradensegment zwischen pg und p; wird durch die Menge
{pl(6h) =v=(1—Avo+Avi;0 <A< 1} (3.8)
beschrieben.

Gilt
V= _Z)\ivi mit _%)\i =1 und v;=(0pj), (3.9

so ist v eine Affinkombination der Vektoren v; bzw. p eine Affinkombination der
Punkte p;.

Liegt das Koordinatensystem fest, so identifiziert man haufig Punkte durch Orts-
vektoren und verwendet die Bezeichnungen p; und v; synonym. Dies geschieht
auch in diesem Text. Operationen auf Punkten des affinen Raumes A" werden
mit Hilfe der entsprechenden Operationen des zugehdrigen Vektorraumes V" de-
finiert.

3.1.2.1 Baryzentrische Koordinaten

Istin einem affinen Raum A" ein Koordinatensystem B = {po; (PoP1),- -, (PaPn) }
gegeben und ist ein Punkt

p= igb)\i -pi mit éo)\i =1

als Affinkombination beziglich dieses Koordinatensystems gegeben, so heil3en
die Koeffizienten A; baryzentrische Koordinaten oder Schwerpunktskoordinaten
von p.

Interpretiert man physikalisch die n+ 1 Punkte p; als Massepunkte mit den Mas-

sen m;, SiLom; # 0, und die A; als normierte Massen

_ i
Yi—omj’

so lait sich der Punkt p als physikalischer Schwerpunkt dieser Massepunkte deu-
ten (vgl. dazu Bild 3.3).

A (3.10)
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2-')\Op1

Abbildung 3.3: Baryzentrische Koordinaten eines Punktes X = Agpo—+A1p1 +A2p2 im AZ:
Die Figuren zeigen die Teilverhaltnisse, welche von Geraden durch den Punkt x erzeugt
werden. Rechts sind die Geraden mit A; = congt. eingezeichnet.

3.1.2.2 Konvexe Hillen

Mittels baryzentrischer Koordinaten 1483t sich auch die konvexe Hdlle von Punk-
ten pj, i=0,---,nin einem affinen Raum einfach darstellen.

Die konvexe Hille von Punkten ist die kleinstmdgliche Menge von Punkten, bei
der mit je zwei Punkten auch die Verbindungsstrecke in der Menge liegt.

Ein einfaches Beispiel ist die eingangs erwéhnte Gerade g durch zwei Punkte p1
und po. IstO<A<lund p=A-pi+(1—A)-py,so liegt p auf der Verbindungs-
strecke zwischen p1 und po.

Ein weiteres Beispiel liefern drei verschiedene Punkte po, p1, p2 in einer affinen
Ebene. Die konvexe Hiille dieser Punkte ist das Dreieck mit den Eckpunkten

Po, P1, P2.
Allgemein gilt fiir die konvexe Hiille co{po,---, pn} der Punkte po,---,pn :

n n
co{po,---,pn}={plp=S Aipi, SAi=1 und A >0,i=0,---,n}.
{ 0 n} { | i; iMi i; i i }

3.1.2.3 Euklidischer Raum

Alle bisher eingefuihrten Konzepte des affinen Raumes sind unabhéngig von einer
Metrik in V",

Ist jetzt V" ein n-dimensionaler Raum mit Skalarprodukt, so heiflt A" euklidischer
Raum. (Fur V" gibt es dann eine orthonormale Basis (e,...,en) .)

3.1.3 Affine Abbildungen

Zu den affinen Rdumen gehdren affine Abbildungen. Eine Abbildung ® zwischen
zwei affinen Raumen A; und A, ist affin, wenn sie Affinkombinationen erhalt. In
diesem Sinn ist eine Abbildung

P AL A (3.11)
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genau dann affin, wenn

® (é}m - pi> - iim o(p) (3.12)

fir jede endliche Folge Ao, - -+ ,An € Rmit TLoA; = 1 gilt.

Aus der Definition folgt, dal3 eine affine Abbildung eindeutig durch die Abbildung
der affinen Basis festgelegt ist (siehe Bild 3.4).

Abbildung 3.4: Affine Koordinatensysteme {Py, P2, Ps}, {®(P1), ®(P2), P(Ps)} und eine
affine Abbildung

Sind zwei affine Unterrdume A; = w1 + V1 und A, = wo + V> eines Vektorraumes
gegeben, so 140t sich jede affine Abbildung ®: A; — A, in der Form

D(wq+ V) = D(wy) + W(v) (3.13)

schreiben, wobei W: V; — V, eine lineare Abbildung ist. Daher 1&Rt sich jede af-
fine Abbildung als Zusammensetzung einer linearen Abbildung und einer Trans-
lation schreiben.

Da affine Abbildungen also im allgemeinen aus einem nichtverschwindenden Trans-
lationsanteil und einem linearen Anteil bestehen, lassen sich affine Abbildungen
des 3-dimensionalen Raumes normalerweise nicht durch 3 x 3-Matrizen darstel-
len. Eine Darstellung als 3 x 3-Matrix ist nur dann mdglich, wenn der Transla-
tionsanteil verschwindet, d.h. wenn der Ursprung fest bleibt. Es gibt jedoch die
Mdoglichkeit, affine Abbildungen als spezielle projektive Abbildungen, die wir mit
4 x 4-Matrizen beschreiben kénnen, aufzufassen.

3.2 Projektive RGume

Eine geometrische Grundaufgabe ist die Berechnung von Zentralprojektionen.
Mathematisch gesehen sind Zentralprojektionen sogenannte projektive Abbildun-
gen. Sie kdnnen daher nur im Kontext projektiver R&ume richtig verstanden wer-
den.

Als Beispiel betrachten wir eine Zentralprojektion in der Ebene. Dazu sei ein
Beobachtungspunkt g (Punkt des Beobachters), eine Gerade g, auf die projiziert
wird, und eine dazu nichtparallele Gerade g’ als Objekt gegeben. Der Beobach-
tungspunkt g soll dabei auf keiner der beiden Geraden g bzw. g’ liegen. Nun wird
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einem Punkt p’ € g’ (Objektpunkt) der Schnittpunkt p € g der Geraden durch p’
und g zugeordnet (siehe Bild 3.5). Die Punkte auf der Objektgeraden g’ werden
dabei auf die Gerade g projiziert.

Abbildung 3.5: Zentralprojektion mit Zentrum q (Beobachtungspunkt) von der Geraden
¢’ auf die Gerade g
Dabei besitzt der Punkt p} keinen Bildpunkt und der Punkt p, keinen Urbildpunkt.

Bei dieser Konstruktion ist der Bildpunkt p nicht definiert, wenn die Gerade durch
p’ und q parallel zu g ist.

Umgekehrt kommt der Punkt p € g nicht als Bildpunkt vor, fir den die Gerade
durch p und q parallel zu ¢’ ist.

Solche Situationen kénnen in allen Systemen auftreten, in denen mit Projektionen
gearbeitet wird. Im projektiven Raum umgeht man diese Ausnahmesituationen.

Bevor wir jedoch analog zu den affinen Raumen eine Definition des projektiven
Raumes geben, erlautern wir die Grundkonstruktion fir die projektive Ebene.

3.2.1 Die Konstruktion der projektiven Ebene

Sind zwei nichtparallele Geraden g1,9> in der affinen Ebene A gegeben, so haben
diese Geraden einen gemeinsamen Schnittpunkt. Parallele Geraden schneiden sich
in der affinen Ebene nicht, sie besitzen jedoch eine gemeinsame Richtung. Natr-
lich sind Richtungen keine affinen Punkte. In einer affinen Ebene A2 kénnen wir
jedoch die Menge aller Richtungen R von Geraden in A? definieren. Die Menge
aller affinen Punkte P = A und die Menge R aller Richtungen von Geraden in die-
ser Ebene vereinigen wir und erhalten die Menge P’ = PUR. Diese neue Menge
P’ ist eine Obermenge der urspriinglichen affinen Ebene A2. Die Elemente dieser
Menge nennen wir auch wieder Punkte. Zur Unterscheidung nennen wir Punkte
aus P affine Punkte und die Punkte aus R uneigentliche Punkte oder Fernpunkte.

Eine Gerade in P’ ist entweder eine affine Gerade, vergrofert um den uneigentli-
chen Punkt ihrer Richtung, oder die Menge R. Die Menge R wird auch uneigent-
liche Gerade oder Ferngerade genannt.

Fur die Inzidenzbeziehung von Punkt und Gerade (Wann liegt ein Punkt auf einer
Geraden?) beziiglich der Menge P’ trifft man folgende Vereinbarungen:

1. Ist sowohl der Punkt als auch die Gerade affin, so gelten dieselben Inzidenz-
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beziehungen wie in der affinen Ebene.

2. Sind sowohl der Punkt als auch die Gerade uneigentlich, so liegt der unei-
gentliche Punkt auf der uneigentlichen Geraden.

3. Ist die Gerade affin und der Punkt uneigentlich, so liegt der Punkt genau
dann auf der Geraden, wenn die Richtung der Geraden mit dem gegebenen
uneigentlichen Punkt Gbereinstimmt.

4. Ist umgekehrt der Punkt affin und die Gerade uneigentlich, so liegt keine
Inzidenz vor.

Aus diesen Eigenschaften folgt, dafl je zwei Geraden genau einen Schnittpunkt
besitzen und je zwei Punkte auf genau einer Geraden liegen.

3.2.2 Der projektive Raum

Nach diesen Vorbetrachtungen kommen wir nun zum Begriff des projektiven Rau-
mes.

Ist ein reeller affiner Raum A, z.B. der R3, gegeben, so nennen wir die Menge aller
Geraden durch den Ursprung den reellen projektiven Raum P(A).

Die Dimension dimP(A) des projektiven Raumes P(A) wird

dimP(A) =dim(A) —1

gesetzt.

Ein projektiver Raum der Dimension eins bzw. zwei heil3t projektive Gerade bzw.
projektive Ebene.

Projektive lineare Teilrdume des projektiven Raumes P(A) werden ausgehend von
einem linearen Teilraum des zu A korrespondierenden Vektorraumes von A analog
definiert. Wir beschrénken uns hier auf den Fall V = R%.

3.2.2.1 Homogene Koordinaten

Die Elemente des dreidimensionalen reellen projektiven Raums P(R?#) sind Ge-
raden durch den Ursprung in dem zugrundeliegenden affinen Raum R*. Wir wer-
den sie im folgenden als Punkte des P(R?*) bzw. P(A%) bezeichnen. Um fiir diese
Punkte eine Darstellung zu finden, flhren wir homogene Koordinaten ein.

Ist ve R* ein von Null verschiedener Vektor, so definiert v eine Gerade g durch
den Ursprung des R* mit der Parametrisierung g(A) = A-v, A € R, die wir zur
Abklrzung mit R-v (projektiver Punkt) bezeichnen. Auf diese Weise erhélt man
eine Abbildung von dem Vektorraum R# in den projektiven Raum P(RR*), genauer

R* — {0} = P(R*), vi— R-V.

Zwei von Null verschiedene Vektoren v,v’ bestimmen genau dann denselben pro-
jektiven Punkt, d.h. dieselbe Gerade durch den Ursprung, wenn es ein A € R— {0}
gibt mit v/ = Aw.
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Istv = (x,y,z,w) # 0 € R* gegeben, so bezeichnen wir mit
[X,¥,z,W] = R- (X,Y,Z,W) (3.14)

die homogenen Koordinaten des projektiven Punktes R-v.

Zur Unterscheidung schreiben wir sie in eckigen Klammern. Dabei ist zu beach-
ten, dal’ immer mindestens eine der Koordinaten X, y, z,w von Null verschieden ist
und daB [x,y,z,w] = [x,y’,Z',w'] genau dann gilt, wenn es ein A # 0 gibt, mitx’ =
A, Y = Ay, 2 = Az,w' = Aw. (Bild 3.6).

X

Abbildung 3.6: Die beiden Vektoren x; und x, definieren dieselbe Gerade im R3, also
denselben projektiven Punkt im P(R3)

3.2.2.2 Der Zusammenhang zwischen affinem und projektivem Raum

Der affine Raum I&Rt sich in den projektiven Raum einbetten. Die Abbildung
R PRY), (x,Y,2) = [xY,2,1], (3.15)

ordnet jedem Punkt des dreidimensionalen affinen reellen Raums einen Punkt im
dreidimensionalen projektiven Raum zu. Dieser entspricht einer Geraden im vier-
dimensionalen affinen reellen Raum. Der Ursprung (0,0, 0) des R? wird dabei auf
den projektiven Punkt mit den homogenen Koordinaten [0,0,0, 1] abgebildet.

Bei dieser Abbildung treten projektive Punkte, deren vierte homogene Koordinate
Null ist, nicht als Bilder auf. Die Menge

H = {[x,y,z,w] € P(R*): w=0}

dieser Punkte definiert eine Hyperebene im projektiven Raum, die wir als unei-
gentliche Hyperebene auffassen kénnen.

Umgekehrt kann man jedem nicht in H enthaltenen projektiven Punkt p = [x,y,z,w]
mit w # 0 einen dreidimensionalen Punkt p’ = (x/w,y/w,z/w) zuordnen. Das ent-
spricht einer Zentralprojektion mit dem Ursprung als Zentrum auf den Teilraum
w = 1. Den reellen dreidimensionalen Raum kann man sich daher bei dieser Kon-
struktion als die Ebene w = 1 im R* vorstellen. Die so erhaltene Einbettung des
affinen Raumes in den projektiven Raum ist eine Dimension kleiner fiir den R?
bzw. P(R®) in Bild 3.7 skizziert.
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Abbildung 3.7: Einbettung des affinen Raumes R? in den projektiven Raum P(R3)

Den affinen Raum R? kann man sich als das Bild des projektiven Raumes
P(R3)\{[,y,0]} ohne w = 0 unter einer Zentralprojektion mit dem Ursprung als Zen-
trum auf die Ebene w= 1 im R® vorstellen.

Die Punkte der Hyperebene H, d.h. Nullpunktsgeraden in der Ebene w = 0, kon-
nen als die Bilder der unendlich fernen Punkte des affinen R® interpretiert werden.
Dieser Sachverhalt 186t sich ebenfalls geometrisch erklaren. Fir einen beliebigen,
aber festen projektiven Punkt po = [Xo, Yo, Zo, 0] betrachten wir eine affine Gerade
g in der Ebene w = 1, welche durch den Punkt (0,0,0,1) geht und die Richtung
des homogenen Koordinatenvektors [Xo, Yo, 20,0] besitzt (vgl. Bild 3.8). Die Punk-
te von g kénnen durch g(t) = (X0 - t,yo - t,zo - t,1),
t € R dargestellt werden. Im projektiven Raum P(R#) besitzen die Punkte g(t)
von g die homogenen Koordinaten [Xo-t,Yo-t,20-t,1] = [Xo,Yo, 20, tl]. Daher ist
Po = [Xo,Yo,20,0] der Grenzwert fur t — co der projektiven Punkte [xo,Yo, Zo, tl],
d.h. die Nullpunktsgerade po im affinen R* liegt in der Ebene w = 0.

Abbildung 3.8: Eine Gerade g in der Ebene w= 1 durch den *Ursprung’ (0,0,1)

3.2.2.3 Projektive Basis

Ein (r +1)-Tupel (po,---, pr) im projektiven Raum P(R*) heift projektiv unab-
hangig, wenn es linear unabhéngige Vektoren vg,--- v, € R* gibt mit

pi=R-vj, i=0,---,r.



3.2.2 DER PROJEKTIVE RAUM

111

Ein Finftupel (po,---,ps) von Punkten aus P(R?*) heit projektive Basis von
P(IR*), wenn je vier davon projektiv unabhéngig sind.

Im dreidimensionalen projektiven Raum P(R?) ist eine projektive Basis durch die
von den Vektoren

vo = [1,0,0,0], vi =[0,1,0,0], v» =1[0,0,1,0], vs = [0,0,0,1],
va = [1,1,1,1],

definierten Punkte po,---, ps gegeben, also durch fiinf projektive Punkte festge-
legt.

Die Notwendigkeit des fiinften Basispunktes kann man sich wie folgt veranschau-
lichen. Jeder der Basisvektoren vo,---,v3 € R* legt genau einen der projektiven
Punkte po,--- , ps € P(IR*) fest. Diese Punkte sind linear unabhéngig und spannen
den P(R?) auf, doch ist durch die Wahl von vier linear unabhéngigen Punkten we-
gen der homogenen Darstellung der Punkte die Basis vg,--- ,Vv3 nicht eindeutig.
Mit v; stellt auch vi = pjv; denselben Punkt p; dar. Sucht man nun eine Koordina-
tendarstellung q eines Punktes g € P(R?),

! !
g = 0UgVp+ -+ 03Vz = OpPoVo + * - - + U3P3V3,

so sind die Koordinaten beztiglich {vg, - - - ,v5} durch (0,01, 02,03) gegeben, be-
ztiglich {vo,--- ,v3} jedoch durch (aopo,--- ,03P3).

Sind die Koeffizienten po,--- , p3 verschieden, so unterscheiden sich diese beiden
Darstellungen nicht nur durch einen gemeinsamen Faktor. Sie stellen also nicht
mehr denselben projektiven Punkt dar (vgl. 3.11). Wird jedoch der fiinfte Punkt
ps4 mit den Koordinaten

V4 = [VO+V1+V2+V3] = [1515151]

zur Basis hinzugenommen, so miissen in der obigen Darstellung alle p; gleich
groR sein, wie es die homogene Darstellung verlangt.

3.2.2.4 Rechenregeln im projektiven Raum

Weil zwei projektive Punkte zwei Geraden im affinen R* entsprechen, kann man
im projektiven Raum zwei gegebenen Punkten keinen Differenzvektor zuordnen,
so wie wir das im affinen Raum gemacht haben. Die Grundoperationen skalare
Multiplikation und Vektoraddition lassen sich deshalb auch nach Auszeichnung
eines geeigneten Koordinatensystems nicht auf die Elemente projektiver Raume
Ubertragen. Im projektiven Raum kann man die Koordinatenvektoren von Punk-
ten nicht addieren. Aufgrund der homogenen Darstellung der Punkte als Koor-
dinatenvektoren besitzt auch die Skalarmultiplikation im projektiven Raum nicht
die Bedeutung der Streckung eines Vektors, wie man sie aus der linearen Alge-
bra kennt. Projektive Punkte kénnen jedoch, der affinen Abbildung affiner Punkte
entsprechend, mittels sogenannter projektiver Abbildungen im projektiven Raum
bewegt werden.
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3.2.3 Projektive Abbildungen

Eine Abbildung f zwischen zwei projektiven Raumen P (V) und P(W) heif3t pro-
jektiv, wenn es eine injektive lineare Abbildung F :V — W gibt mit

f(R-v) =R-F(v)

fiir jedes vom Nullvektor verschiedene v € V.

Man schreibt dafur kurz f = P(F).

Zwei lineare Abbildungen F,F’: V — W definieren dieselbe projektive Abbildung
genau dann, wenn es ein A # 0 gibt, mit F' =\ -F.

Wie bei linearen und affinen Abbildungen sind auch projektive Abbildungen durch
ihre Wirkung auf die Basis eines projektiven Raumes festgelegt. Da der reelle pro-
jektive dreidimensionale Raum P(RR*) fiinf Basiselemente besitzt, ist eine projek-
tive Abbildung vom P(R?) in den P(R*) durch die Abbildung von fiinf geeigneten
Punkten eindeutig festgelegt.

3.2.3.1 Beschreibung projektiver Abbildungen durch Matrizen

Ist eine projektive Abbildung f: P(R*) — P(R?*) gegeben, so betrachten wir die
zugehorige lineare bijektive Abbildung F: R* — R*. Diese Abbildung 4Rt sich
als 4 x 4-Matrix A beschreiben, die bis auf einen Skalar A #£ 0 festgelegt ist. Solche
Matrizen heien homogen.

Wird f durch die Matrix

agp -+ Aags

dargestellt, so bildet f den Punkt p mit den homogenen Koordinaten [x,y,z,w| auf
den Punkt

[X,¥,2,W] - A = [agoX + -+ - + agoW, -+ - , 803X+ * - - + azaW] (3.16)

ab. Diese Abbildung 143t sich vom affinen Standpunkt aus folgendermaflen in-
terpretieren. Der affine Raum R ist in den projektiven Raum P(R*) eingebettet,
dessen Komplement die Hyperebene

H = {[x,y,z,w] € P(R*): w= 0}

ist. Fir einen projektiven Punkt p = [x,y,z,w] € P(R*)\H erhélt man den inho-
mogenen Koordinatenvektor (x/w,y/w,z/w). Obwohl f nicht notwendig die pro-
jektive Hyperebene H in sich tberflihrt, kann man formal die inhomogenen Ko-

. ! ! ! . -
ordinaten %, X Z von f(p) = [x',y’,z/,w'] ausrechnen. Es ergibt sich

X' @goX+ a0y +az0Z + agoW
w/ Ap3X + 13y + a3z + azzw
4 apeX + ay + ageZ + azxpWw

w/ aosX + @13y + az3z + agw
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Dies ist im allgemeinen eine rationale Transformation des R3. Die Abbildung f
ist genau dann eine affine Abbildung des R3, wenn alle affinen Punkte auf af-
fine Punkte und alle uneigentlichen Punkte auf uneigentliche Punkte abgebildet
werden, d.h. wenn f(H) = H gilt. Wegen

f(H) = {[x,y,z,w] € P(R?) | agsX -+ a3y + azsZ + agsw = 0} (3.17)

folgt agz = a13 = a»3 = 0. Eine affine Abbildung wird daher durch eine homogene
Matrix A der Form

dpo dop1 Aoz

A— djp ai1 am

ap a1 ax

dzp az1 az ass

o O o

dargestelit.

3.2.3.2 Invariante Eigenschaften affiner und projektiver Abbildungen

Zum besseren Verstandnis der affinen und projektiven Abbildungen stellen wir
hier noch die wichtigsten charakteristischen Eigenschaften dieser Abbildungen
zusammen.

Affine Abbildungen besitzen folgende wichtige Eigenschaften:

1. Beschrénkte Objekte bleiben beschrankt.
2. Parallele Objekte bleiben parallel.

3. Die Verhéltnisse von Langen, Ebenen und Volumina bleiben unverandert.
Liegen drei Punkte a, b, c auf einer Geraden, so bleibt insbesondere ihr Teil-
verhéltnis TV (a,b,c) = d(a,c)/d(b,c) erhalten. Dabei bezeichne d(x,y)
den Abstand der beiden Punkte x und y.

Die allgemeineren projektiven Abbildungen besitzen weniger Invarianzeigenschaf-
ten:

1. Projektive Geraden werden auf projektive Geraden, projektive Ebenen auf
projektive Ebenen abgebildet.

2. Die Reihenfolge von Punkten auf einer projektiven Geraden bleibt erhalten.

Literatur zur Theorie von affinen und projektiven R&umen findet man in Lehrbi-
chern der linearen Algebra, wie z.B. [ ] oder [ ]. Das Buch von Penna
und Patterson [ ] behandelt das Thema projektiver Rd&ume speziell unter dem
Gesichtspunkt der Computergraphik, ebenso der Artikel von Herman [ ]
Der Artikel von De Rose [ ] zeigt, daR dieselben algebraischen, koordina-
tenbezogenen Operationen je nach Kontext verschieden interpretiert werden kon-
nen. Um diese Mehrdeutigkeiten zu vermeiden, wird ein koordinatenfreier Zu-
gang, basierend auf affiner Geometrie, zur Beschreibung geometrischer Operatio-
nen entwickelt.
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3.3 Affine und projektive Abbildungen in Matrizenschreib-
weise

Im folgenden werden wir alle Abbildungen, sowohl die affinen als auch die pro-
jektiven, durch homogene 4 x 4-Matrizen beschreiben. Die Griinde sind folgende:
1. Die einheitliche Darstellung erleichtert die Implementierung.

2. Die Hintereinanderausfiihrung verschiedener Transformationen erfordert nur
die Multiplikation der Transformationsmatrizen. Denn

po= p-A
pll — pI . 'A\2
pn = pn—l -An

ergibt durch Einsetzen
p" = p-Ar-Ar-..-An.

Soll nicht nur ein einzelner Punkt transformiert werden, so ist der Rechen-
aufwand meist erheblich geringer, wenn erst eine einzige kombinierte Trans-
formationsmatrix als Produkt der einzelnen Transformationen berechnet
wird. Dies geschieht einmal, sodann werden alle Punkte entsprechend der
resultierenden Matrix transformiert.

3.3.1 Translationen

Die Gleichung p' = T(p) = T(0) + p beschreibt eine Translation T im reellen
dreidimensionalen affinen Raum. Mit T (0) = (xo,Yo,20) ergibt sich

(Xlaylazl) = T((X7y7 Z)) = (Xaya Z) + (Xan07ZO) = (X+XO>Y+YO,Z+ZO)a (318)

d.h. die zu T gehorende lineare Abbildung (siehe 3.13) ist die Identitat. Die zur
Translation gehérende homogene Matrix sieht dann wie folgt aus:

1 0 0 O

XY, 2w = [xy,2,1] 8 é (1) 8 oder (3.19)
Xo Yo 20 1

po= p-A (3.20)

Dabei wurde w = wp = 1 gewaéhlt.
Wollen wir die Matrix fur beliebige homogene Koordinatenvektoren [X,y,z,w],
[Xo0, Yo0,Z0,Wo] des Punktes p und des Translationsvektors T (0) mit von Null ver-
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schiedenen Koeffizienten w und wq berechnen, so kénnen wir dieses Resultat ver-
wenden:

1 0 0 O

P [XY Z 0 1 0 O

[X,y,Z ,W] - [WaWaWal] 0 0 1 0 (321)
Xo Yo Zo 1
Wo Wo Wo

Multiplizieren wir den Punkt p mit w und die Matrix A mit wg, so &ndert sich
wegen der homogenen Darstellung der Punkte und Abbildungen nichts.

Wir erhalten
wo 0 O O
Il ol 0 wo 0 O
[X ay ,Z 7W] - [X,y,Z,W] 0 0 WO 0 (322)

Xo Yo Zo Wo

3.3.2 Skalierung, Scherung und Rotation

Diese affinen Abbildungen lassen den Ursprung invariant. Sie besitzen daher kei-
nen Translationsanteil. Es ist moglich, diese Abbildungen als 3 x 3-Matrizen dar-
zustellen. Die zugehorigen homogenen Matrizen dieser Abbildungen sind daher
von der Form
ann a2 aiz O
azn ax az 0
az asx as O
0 0 0 1

Dabei bestimmen die Bilder der affinen Basisvektoren (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)
eine lineare Abbildung A : R® — R3 vollstandig. Multipliziert man die Basisvek-
toren mit A, so stellen deren Bilder die Zeilen der A beschreibenden Matrix dar.
Aufgrund dieses Zusammenhanges lassen sich die Matrizen zur Beschreibung von
Skalierung, Scherung und Rotation unmittelbar aus den zugehdrigen Bildern ab-
lesen.

(3.23)

3.3.2.1 Skalierung

Bei einer Skalierung S ergibt sich fur die affinen Basisvektoren folgende Bezie-
hung (vgl. Bild 3.9).
S((1,0,0)) = (s1,0,0)
S((0,1,0)) = (0,s2,0) (3.24)
S((0,0,1)) = (0,0,s3).

Die zugehorige 3 x 3 Matrix ergibt sich daher zu

s 0 O
0 s, O (3.25)
0 0 s3



116

3.3.2 SKALIERUNG, SCHERUNG UND ROTATION

Yy y Yy b
S € ,
e, s P
& X & X X
Abbildung 3.9: Skalierung: €, =s1-e1, &, =% -&
und in homogenen Koordinaten
ss 0 0 O
A N R 0 s, 0 O
[X YA 7W] - [X,y,Z,W] 0 0 S3 0 (326)
0 0 0 1

Der Sonderfall s; = s, = s3 = s bedeutet die gleiche Skalierung fiir alle Koordi-
naten. Die zugehdrige homogene Matrix hat dann die Form

s 000 1000
0s 00 0100
00s o0l o010 (3.27)
000 1 0001

3.3.2.2 Scherungen

Bei einer Scherung SH ergibt sich flr die affinen Basisvektoren folgende Bezie-
hung (vgl. Bild 3.10).

SH((1,0,0)) = (1,s1,53)
SH((O,l,O)) = (3271754) : (3.28)
SH((0,0,1)) = (ss,S6,1)

Abbildung 3.10: Scherung in der Ebene: €} = e; +s1- 2,6, =-e1+ &

Die zugehorige 3 x 3 Matrix wird daher zu

1 s1 s3
S 1 s4 . (3.29)
S5 Sg 1
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In homogenen Koordinaten folgt

1 s;1 s3
So 1 54
S5 S 1
0 0 O

X,y 7 ,wW]=1[xy,z,w] (3.30)

_ O O O

3.3.2.3 Rotationen

Bevor wir die Matrix fUr Rotation um eine beliebige Achse angeben, bestimmen
wir die Matrizen fiir die Rotationen um die Koordinatenachsen.

Bei einer Rotation Ry um die z-Achse ergibt sich fiir die affinen Basisvektoren
folgende Beziehung (vgl. Bild 3.11):

R«((1,0,0)) = (cosa,sina,0)
Rq((0,1,0)) = (—sina,cosa,0) (3.31)
R«((0,0,1)) = (0,0,1).

COS o

Abbildung 3.11: Rotation mit dem Winkel a um die z-Achse:
€ =cosa-e;+sina- ey, € = —sina-e;+cosoey, & =e3

Die zugehérige 3 x 3 Matrix ergibt sich daher zu
cosa sina 0

—sina cosa 0 |, (3.32)
0 0 1

und in homogenen Koordinaten folgt fiir die Rotation Rg um die z-Achse

cosa sina 0 O
—sina cosa 0 O

[XI’yI’ZI7WI] = [X7 y7 Z7W] O 0 1 0 (333)
0 0 01

Bei Rotation Ry um die x- bzw. y-Achse ergeben sich analog folgende homogene
Darstellungen:
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Drehung mit dem Winkel a um die x-Achse:

[ 1 0 0 O
R 0 cosa sina 0
[X Y2 aW] - [X,y,Z,W] 0 —sina cosa O (334)
| 0 0 0 1]
Drehung mit dem Winkel a um die y-Achse:
[ cosa 0 —sina 0 ]
TN B 0 1 0 0
[X ay ,Z aW] - [X,y,Z,W] sinO( 0 cosa 0 (335)
| 0 O 0 1

Die Drehwinkel sind in dem Rechtssystem x,y,z immer positiv (vgl. Bild 3.12).

4

\)

M

s

Abbildung 3.12: Festlegung der Drehwinkel

Eine Drehung um eine beliebige Achse in Richtung des normierten \Vektors (x, Y, z)
mit dem Winkel a kann auf Drehungen um die Koordinatenachsen zurtickgefuhrt
werden. Verkniipft man diese Drehungen, d.h. multipliziert die zugehdrigen Ro-
tationsmatrizen, so ergibt sich folgende homogene Darstellung:

tx>4+c txy4+sz txz—sy O

txy—sz ty?+c tyz+sx 0

txz+sy tyz—sx tz2+c 0 |’
0 0 0 1

(3.36)

wobei s = sina, ¢ =cosa, t =1 —cosa.
Fur kleine Winkel a (o < 1°) kann man die Bogenléngen sina durch a und cosa
durch 1 approximieren:

1 za —ya O
—za 1 xa 0
ya —xa 1 O
0 0 0 1

Xy, 7, W] =[x,y,z,w] (3.37)

Die hier diskutierten Rotationen lassen den Ursprung fest, d.h. es sind Rotatio-
nen um Achsen durch den Ursprung. Soll die Rotationsachse durch einen ande-
ren Punkt verlaufen, so kann man die gesuchte Transformationsmatrix durch Ver-
schiebung des Rotationszentrums in den Ursprung, anschlieBende Rotation und
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Zuriickverschiebung in das Rotationszentrum konstruieren:

p=p-TL.R.T. (3.38)

Beispiel 3.1:

Gesucht ist eine Rotation in positiver Richtung um eine Achse durch den Punkt
(Xo0,Yo0,Zo) mit dem Winkel a. Die Richtung der Rotationsachse sei die z-Richtung.

1 0 0 0 cosa sina 0 O
;o 0 1 0 O —sina cosa 0 O
P= 0 0 1 0 0 0 10
—Xo —Yo —Zo 1 0 0 01
1 0 0 O
0 1 00O
0 0 10
Xo Yo 20 1
cosa sina 00
_ —sina cosa 00
= P 0 0 10
Xo —XpCOSA +YpSind  yg—XgSina—ygcosa 0 1

Fihrt man die hier in den Abbildungen diskutierten Schritte nacheinander aus, so
ist zu beachten, daB die Matrizenmultiplikation im allgemeinen nicht kommutativ
ist und eine andere Reihenfolge auch ein anderes Ergebnis liefert. Alle besproche-
nen Rotationen lassen sich mit Hilfe von Quaternionen, den Elementen eines tiber
R vierdimensionalen, nicht kommutativen Korpers, auf besonders schone Wei-
se darstellen (siehe dazu [ ]). Insbesondere lassen sich in dieser Darstellung
Rotationen um beliebige Achsen einfacher handhaben.

3.3.3 Transformation von Normalen

Wird z.B. eine affine Ebene E im R* durch die Gleichung x-n'+d = 0 mit Nor-
malenvektor n = (ny,ny,Nz,Nw), X = (Xx, Xy, Xz, Xw) und d € R beschrieben, so ist
zu beachten, dal? sich Normalenvektoren nicht mit derselben Matrix A wie die
Ortsvektoren transformieren. Bezeichnen wir mit | die Einheitsmatrix, so gilt:

x-nt = x-1.nt (3.39)
= x-(A-A7Y.nt (3.40)
= w- éir_ﬁ ) (3.41)

X! (n-(A*l)t)t

Daher mussen Normalen mit der Transponierten der Inversen der Transformati-
onsmatrix A transformiert werden.
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3.3.4 Wechsel des Koordinatensystems

In der Praxis ist es oft wesentlich einfacher, mit mehreren Koordinatensystemen
zu arbeiten, die den jeweiligen Problemstellungen angepafit sind.

Sind nun zwei Koordinatensysteme W und W' mit den Basisvektoren e1,e,,€3,€4
und €/, e}, €%, €} gegeben und beschreibt die Matrix A die Abbildung, welche die
Basisvektoren e; auf die Basisvektoren e}, i =1,--- ,4 abbildet, so berechnen sich
die Koordinaten [x},x5,x5,X,] eines Punktes im Koordinatensystem Y’ aus den
Koordinaten [x1, X2, X3, X4] desselben Punktes im Koordinatensystem W durch

[X1, X5, X3,Xy] = [X1,X2,X3,X4] AL (3.42)

Als Beispiel dazu betrachten wir eine Drehung in der Ebene um 90°, die wir durch

die Matrix A = ( _01 é ) beschreiben (vgl. Bild 3.13).
/
e, =€,
P (% Ye) 7P
. ) v 2,712 )’IP/
eZ/ e1

Abbildung 3.13: Die Koordinaten (X;,X,)yr des Punktes p im Koordinatensystem Y’ be-
rechnen sich gemdR Gleichung (3.42) aus den Koordinaten (x1,x2)w im Koordinatensy-
stem .

Die Koordinaten der beiden Basisvektoren €] und e}, im Koordinatensystem W
sind durch

(1,0)-( o ) ~(0,1)  und (0,1)-( o ):(—1,0)
(3.43)

gegeben. Die Koordinaten z.B. des Punktes p mit den Koordinaten (1,1) bezig-
lich des Koordinatensystems W sind im Koordinatensystem W’ durch

0 -1
(1,1)-( 1 0 ) =(1,-1) (3.44)
gegeben.
AbschlieRend sei darauf hingewiesen, dal sich bei einem Basiswechsel im allge-
meinen Langen und Winkel andern, obwohl sich die Lage von Punkten im Raum

nicht veréndert hat. Das ist nicht der Fall bei Drehungen und Translationen, wohl
aber bei Scherungen, Skalierungen und perspektivischen Abbildungen.

3.3.5 Ebene geometrische Projektionen

Obwohl auch andere Projektionen von Interesse sind (gekrimmte Projektions-
strahlen z.B. in der Relativitatstheorie, Projektionen auf nicht notwendig ebene
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Flachen), beschréanken wir uns auf ebene geometrische Projektionen. Die ebe-
nen geometrischen Projektionen sind dadurch charakterisiert, daf mit Projekti-
onsstrahlen konstanter Richtung, d.h. entlang von Geraden, auf Ebenen projiziert
wird (vgl. Bild 3.14).

Bild

len /Jb jekt

Projektionsstrahlen

Bild

“rtionsstran

Augpunkt - Augpunkt

Projektionsebene Projektionsebene

Abbildung 3.14: Perspektivische und parallele Projektionen
Bei Parallelprojektionen sind die Projektionsstrahlen parallel.

Eine sehr schéne Darstellung der ebenen geometrischen Projektionen, die auch
die geschichtliche Entwicklung des Verstdndnisses der Perspektive aufzeigt, ist in
[ ] zu finden. Von dort stammt auch die in Bild 3.15 gezeigte Zusammenstel-
lung ebener Projektionen nebst Beispielen.

Ebene geometrische

Projektionen

parallel | Perspektive I

rechtwinklig Ischiefwinklig | I 1-Punkt | I 2-Punkt | I 3-Punkt |

IHauptrisse I IAxonometrie I I Kavalier I I Kabinett I

I isometrisch ” dimetrisch “ trimetrisch I

Abbildung 3.15: Einteilung ebener geometrischer Projektionen [Car78]

Die wichtigsten dieser Projektionen werden wir im folgenden kurz darstellen. Wir
gehen davon aus, daB die drei Hauptrichtungen des darzustellenden Objekts mit
den Richtungen der Koordinatenachsen des zugrundeliegenden Koordinatensy-
stems Ubereinstimmen (vgl. Bild 3.16).

Im folgenden werden alle Projektionen durch eine invertierbare Transformation
und anschlieRende Parallelprojektion entlang einer Koordinatenachse dargestellt.
Das hat folgende Griinde: Erstens bleibt eine Tiefeninformation bis zur Parallel-
projektion entlang einer Koordinatenachse erhalten, was flr viele Algorithmen
wichtig ist, zweitens wird das Auffinden des zu einem zweidimensionalen Bild-
punkt gehorenden Urbildpunktes in einer dreidimensionalen Szene dadurch we-
sentlich erleichtert.
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A Haupt-
richtungen

o
—————— e
y

X

Abbildung 3.16: Die Hauptrichtungen des darzustellenden Objektes stimmen mit den Ko-
ordinatenachsen tiberein

3.3.5.1 Parallelprojektionen

Bei Parallelprojektionen unterscheidet man zwischen rechtwinkligen und schief-
winkligen Projektionen. Bei rechtwinkligen Projektionen steht die Projektions-
richtung senkrecht auf der Projektionsebene, d.h. sie ist parallel zur Normalen der
Projektionsebene. Dementsprechend steht bei schiefwinkligen Projektionen die
Projektionsrichtung nicht senkrecht auf der Projektionsebene und bildet mit der
Normalen der Projektionsebene einen Winkel. Bei Parallelprojektionen bleiben
Langen auf Geraden parallel zur Projektionsebene erhalten.

3.3.5.2 Rechtwinklige Projektionen

Ist die Projektionsrichtung durch p = (py, py, pz) gegeben (vgl. Bild 3.17), so sind
dadurch die Verkirzungsverhéltnisse vy : vy : v, auf den Hauptachsen durch die
Projektion bestimmt.

Sie entsprechen den Langenverhaltnissen der projizierten Einheitsvektoren eﬁ(,e’y,e'Z X

Vi vy Ve = [leg] < [ley]] < [lezll-
Stimmt die Projektionsrichtung mit einer der Koordinaten-Richtungen (iberein, so

erhalten wir je nach Wahl der Ebene und des Vorzeichens der Projektionsrichtung
einen der sechs Hauptrisse eines Objekts (vgl. Bild 3.18).

In Matrizenschreibweise beispielsweise ist die Projektion auf die Ebene z = zp
gegeben durch

10 0 O
01 0O

[Xl7yl7zl7wl] = [X’ y’ Z’ W] 0 0 0 0 (3'45)
00 o 1

In den meisten Féllen wird man fiir xg, yo oder zog den Wert Null wéhlen.

Die Lage des Bildschirmkoordinatensystems wird meist so gewdahlt, daf sein Ur-
sprung mit dem Ursprung des 3D-Koordinatensystems zusammenfallt und die z-
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Abbildung 3.17: Rechtwinklige Projektion
Die Oben-Richtung im Bild stimmt mit der z—Richtung Uberein. Die Projektionsrichtung
bestimmt die Verkiirzungsverhéltnisse entlang der Achsen.

Richtung die Oben-Richtung (ViewUp) definiert. Die Projektion der Oben-Rich-
tung auf die Projektionsebene definiert y’.

Seien p = (px, Py, Pz) und 0 = (0x,0y,0,) die normierte Projektions- bzw. Oben-
richtung. Dann 4Rt sich das rechtshandige Bildschirmkoordinatensystem x’,y’,z'
wie folgt berechnen:

1) ez=-p
2) Daey zu der von p und o aufgespannten Ebene senkrecht ist, gilt

. oxeg
[lox &l

exl

3) ey’ - ez’ X exl.

Dann wird die zu projizierende Szene in diesem Koordinatensystem dargestellt
(vgl. Abschnitt 3.3.4 *Wechsel des Koordinatensystems’). Anschlielend wird die
Parallelprojektion entlang der z’—Achse durchgefihrt.

Bildet die Normale der Projektionsebene mit allen drei Koordinaten-Achsen den-
selben Winkel, so erhalt man eine isometrische Projektion (vgl. nachfolgendes
Beispiel), sind zwei dieser Winkel identisch, so heif3t die Projektion dimetrisch,
sind schliellich alle drei Winkel verschieden, so erhédlt man die trimetrische Pro-
jektion (vgl. Bilder 3.19-3.21). Dadurch ergeben sich fiir die Strecken parallel zu
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unten

(Px,py;p2z)
=(0,0,1)

rechts Vorder links hinten

ansicht
X,PY,PZ

(=p(0 E{ %)) (px,py.pz) (px,py,pz) (px,py,pz)
T =(-1,0,0) =(0,1,0) =(1,0,0)

oben

(Px,py,p2)
=(0,0,-1)

Abbildung 3.18: Die Hauptrisse eines Quaders. Enthélt die Bildschirmebene den Ur-
sprung, so ist p = (px, Py, Pz) wie im Bild angegeben zu wéhlen, um die entsprechenden
Ansichten zu erhalten.

den Koordinatenachsen die in den Abbildungen eingezeichneten L&ngenverhalt-
nisse.
Beispiel 3.2:

Als Beispiel betrachten wir den Fall p = %(—1, -1,-1), 0=(0,0,1).
Zunéachst wird das rechtshandige Bildschirmkoordinatensystem x’,y’, z' berechnet:

1
&y = —p=-—=(1,1,1
0 X ey (0,0,1) x (1,1,1) 1
o = - =~ (-1,1,0
* = Toxe] 0.0 xLLD) ~ val obY
1 1
o = eyrxey=-—=(111)x(~1,1,0) = —=(-1,-1,2)

V6 V6

Tragen wir diese Einheitsvektoren in die Zeilen einer 3 x 3-Matrix ein, so erhalten
wir die Matrix

-1 1
2
FOREL ok
V3 V3 V3

die die Einheitsvektoren (1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1) des x,y, z-Koordinatensystems
auf die Vektoren

1
(—1,1,0),ey = —(—1,—1,2) und ey =

1 1
N NG Nk

exl =
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des Bildschirmkoordinatenystems x’,y’,z’ abbildet.

Zum Wechsel in das Bildschirmkoordinatensystem wird die Inverse dieser Ma-
trix bendtigt. Da die Vektoren ey, ey und e, orthonormal sind, stimmt die Inver-
se dieser Matrix mit ihrer Transponierten Uberein. GemaR Formel 3.23 wird die
transponierte 3 x 3-Matrix in eine 4 x 4-Matrix eingebettet.

Eine anschlieRende Parallelprojektion entlang der z’-Achse auf die x’,y’-Ebene
(Projektionsebene) liefert die Gesamttransformation:

1

-5 7% B0 1000

%—iio 0100

P=R-F = 0 é/6%50 0000
V6 V3

_0 0o 0 1 0 0 01

1 1

v @ 00
B % 7% 00
N 0 %oo
0 0 0 1

Diese Projektion bildet die 3D-Einheitsvektoren ey, ey, €, welche die Hauptrich-
tungen definieren, auf die 2D-Vektoren

JESE SN B O 02
VY VMY NG

ab. In der Projektion sind die Winkel zwischen den Hauptrichtungen daher 120°
(vgl. Bild 3.19a). Da die Langen der Bild-Vektoren gleich sind, stimmen in der
Projektion die Verkurzungsverhaltnisse entlang der Hauptrichtungen tberein. Man
erhélt in diesem Fall eine Isometrie.

( )

Mittels dieser Vektoren kénnen auch die Winkel zwischen den Hauptrichtungen
und der x'-Achse des Bildschirmkoordinatensystems (Horizontale) berechnet wer-
den: Zwischen der projizierten x-Hauptrichtung und der x’-Achse des Bildschirm-
koordinatensystems ergibt sich ein Winkel von

- 1y.10
a:arccos<( ‘(/E ‘/é) ( )>:150°.

Auf die gleiche Art ergibt sich ein Winkel zwischen der projizierten y-Hauptrichtung

und der x’-Achse von 3 = 30°. In der Praxis werden jedoch meist die Winkel a’
und B’ eingezeichnet (vgl. Bild 3.19b).

Sind Verkirzungsverhaltnisse vy : vy : v, vorgegeben, so kann man daraus umge-
kehrt eine normierte Projektionsrichtung p = (px, py, p;) bestimmen, die jedoch
nicht eindeutig festgelegt ist:
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a) b)

Abbildung 3.19: Isometrie
Die Normale der Projektionsebene bildet mit allen Koordinatenachsen denselben Winkel,
woraus gleiche Verkiirzungsverhéltnisse auf allen drei Achsen folgen.

L L

‘50" 36°50’ 50
36°50 16°20 36°50 - 42°

Abbildung 3.20: Dimetrie
Die Normale der Projektionsebene bildet mit zwei Koordinatenachsen denselben Winkel,
woraus gleiche Verkiirzungsverhéltnisse auf zwei Achsen folgen.

SeizB.p= %((f)l,(f)l,(f)l). Jede der acht Projektionsrichtungen liefert ei-
ne Isometrie.

Wenn Sie die PDF-Version des Kurses bearbeiten, kénnen Sie jetzt das Inter-
aktionselement ’orthograhicprojections” anwahlen.

54116’

236" 17° 24°46° 26°46] 4814

Abbildung 3.21: Trimetrie

Die Normale der Projektionsebene bildet verschiedene Winkel mit den Koordinatenach-
sen, wodurch sich beliebige Verkiirzungsverhaltnisse entlang der Achsen realisieren las-
sen.


file:applets/applets/orthographicprojections/German.html
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3.3.5.3 Schiefwinklige Projektionen

Bei den schiefwinkligen Projektionen ist die Projektionsebene meistens parallel
zu zwei Koordinatenachsen, die Projektionsrichtung jedoch nicht senkrecht zu der
Projektionsebene (vgl. Bild 3.22a).

Abbildung 3.22: a): Bei schiefwinkligen Projektionen stimmt die Projektionsrichtung
nicht mit der Normalen der Projektionsebene (iberein. Die Angabe der Projektionsrich-
tung erfolgt meist mittels der beiden Winkel o und 3.

b) Bei der Kavalierprojektion ist 3 = 45°. Dadurch bleiben Langen auf Geraden senkrecht
zur Projektionsebene unverandert. Zur Vereinfachung wurde im Bild a = 0° gewahlt.

Bei der Kavalierprojektion bildet die Projektionsrichtung mit der Normalen der
Projektionsebene einen Winkel von 45° (vgl. Bild 3.22 b).

Daher bleiben die Langen auf Geraden senkrecht zur Projektionsebene bei dieser
Projektion unveréndert (vgl. Bild 3.23).

y =Yy y =Yy
1 1
1 1
) z’
! N ! o)
X =X X'= X
a=30°
0=45° z

Abbildung 3.23: Kavalierprojektion
Die Langenverhéltnisse auf den Achsen bleiben erhalten.
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Bei der Kabinettprojektion (vgl. Bild 3.24) werden Langen auf Geraden senkrecht
zur Projektionsebene um den Faktor % verkdrzt. Der Winkel 3 zwischen Projekti-
onsebene und Projektionsrichtung ist daher arctan(2) = 63°.

| R— ‘
y' =y y =y
1 12 !
1/ 2

2 1l z’
o o 0

“ X' =X =0 X' =X
z e z_~ <

Abbildung 3.24: Kabinettprojektion
Langen auf Geraden senkrecht zur Projektionsebene werden um den Faktor % verkdrzt.

Abhéangig von a und [3 ergibt sich die normierte Projektionsrichtung
p=(—cosa-cosP,—sina-cosP,—sinf).

Stimmt die Projektionsebene mit der x,y-Ebene Uberein (vgl. Bild 3.22), so lassen
sich die Matrizendarstellungen der Kavalier- und Kabinettprojektion wie folgt be-
stimmen:

Wie bei den rechtwinkligen Projektionen wird nach einer Transformation eine Pa-
rallelprojektion entlang der z’-Achse durchgefiihrt. Bei der Transformation wer-
den die Einheitsvektoren ey und ey auf sich selbst (die Punkte in der Projektions-
ebene bleiben fest) und die normierte Projektionsrichtung p auf die z’-Achse ab-
gebildet, d.h. auf ein Vielfaches A von e,. Damit die Tiefeninformation bei dieser
Transformation erhalten bleibt, muf? A > 0 sein, kann sonst aber beliebig gewahlt
werden. Wahlt man A = 1 und trégt die drei Bildvektoren wieder in die Zeilen
einer 3 x 3-Matrix ein, so erhélt man die Matrix

1 0 0
0 1 0 . (3.46)
—cosacos —sinacosf —sinp

Zum Wechsel in das Bildschirmkoordinatensystem wird die Inverse dieser Matrix
bendtigt. GeméaR Formel 3.23 wird die inverse 3 x 3-Matrix in eine 4 x 4-Matrix
eingebettet, und es ergibt sich folgende Transformations-Matrix:

1 0 0 0
1 0 0
[Xlaylazlawl] = [X,y,Z,W] _cosa  —sna 1 0 (347)
tanf3 tan3 sinf
0 0 0 1

Die Komposition mit der anschlieBenden Parallelprojektion entlang der z’-Achse
liefert die Matrix
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1 0 00

0 1 00
_ (3.48)

—me = 0 o

0 0 0 1

Dieses Ergebnis erhélt man auch ohne unser zweistufiges Berechnungsschema
direkt aus Bild 3.22:
Offenbar ist

(Xlaylazl) = (X,y,z)‘i‘)\(px,py,pz)
= (X,Y,2) +A(—cosa-cosf,—sina-cosf, —sinp).

Mitz’:Owird)\:—é:—%n[3 und
x,y,7) = (x,y,z)—%nﬁ(—cosa-cosB,—sina-cosB,—sinB)

cosa sina

B (X_Z' tanB’y_Z'tanB’O)'

3.3.5.4 Perspektivische Projektionen

Perspektivische Projektionen sind keine affinen Abbildungen, da sie z.B. L&ngen-
verhéltnisse nicht invariant lassen: Vom Blickpunkt weit entfernte Objekte werden
kleiner dargestellt als Objekte mit kleinem Abstand zum Blickpunkt (Augpunkt,
Beobachtungspunkt). Diese Abbildungen sind projektive Abbildungen und lassen
sich daher nur im projektiven Raum als Matrizen beschreiben.

Zum bhesseren Verstandnis von perspektivischen Abbildungen beschranken wir
uns zunéchst auf den zweidimensionalen Fall. Bild 3.25 zeigt eine perspektivische
Projektion eines affinen Punktes P = (x,y) auf einen Bildpunkt auf der affinen
Bildgeraden x = 0.

P=(xy)

Augpunkt A=(—x010)/ Bildpunkt B=(0, ¢

X

Abbildung 3.25: Perspektivische Projektion eines Punktes P = (x,y) mit Augpunkt A =
(—xo0,0) und Projektionsgerade x=0

Diese Projektion 1aRt sich folgendermafen berechnen. Ist der zu projizierende
Punkt P = (x,y) und der Augpunkt A = (—xo,0) gegeben, so gilt nach dem Strah-
lensatz fur die Koordinaten des Punktes B = (0, Yo)

Yo_ o
Yy X+Xo
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Allgemein kann daher die Abbildung angegeben werden:

(6y) = (0, 550) (3.49)

und in homogenen Koordinaten

Xoy

1]+ [0, —2~
[X’y’ ]I’_)[ ’XO‘I‘X’

1] = [0, %0y, X0+ X]. (3.50)

Daraus ergibt sich die 3 x 3-Matrix zur Beschreibung dieser Abbildung.

0 0 1 00 ¢
Xy, =xy1 |0 x 0 |=Kxyl|[0 1 0 |. (3.51)
0 O Xo 0 0 1
Wie schon bei den Parallelprojektionen zerlegen wir die Projektion in zwei Ab-
bildungen
00 & 10 1 000
0 0
010 = 01 0 (-0 1 0 bzw. (3.52)
0 0 1 0 0 1 0 01

P = Tp-Pp (3.53)

Die Matrix Py beschreibt die Projektion auf die Gerade x = 0. Die Matrix T, be-
schreibt die perspektivische Transformation, welche im folgenden ausflhrlicher
diskutiert wird.

3.3.5.5 Perspektivische Transformation

Die durch T, festgelegte perspektivische Transformation

= O&|-

0
1
0

o O -

VMM[ ]—Mm;+M (3.54)

hat folgende Eigenschaften (vgl. Bild 3.26):

1. Furw =1 und x = —Xo sind die Bildpunkte dieser Abbildung alle von der
Form [—Xo,Y,0], d.h. alle Punkte auf der affinen Geraden x = —xo werden
auf unendlich ferne Punkte abgebildet. Um Unstetigkeiten in der perspekti-
vischen Transformation zu vermeiden, bildet man nur Punkte einer der bei-
den durch diese Gerade bestimmten Halbebenen ab. Man nennt dann diese
Halbebene Sichtfeld und die Gerade x = —Xxg Sichtgerade.

2. Die Punkte der projektiven Geraden x = 0, das ist die y-Achse vereinigt
mit dem unendlich fernen Punkt [0, 1, 0], sind Fixpunkte dieser Abbildung,
d.h. sie bleiben unveréndert. Die y-Achse bleibt daher bei dieser Abbildung
fest. (Sie bildet die Projektionsgerade.) Da auch der unendlich ferne Punkt
[0,1,0] ein Fixpunkt ist, bleiben zur y-Achse parallele Geraden parallel zur
y-Achse.
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Sichtfeld
a) b)
/ R
Augpunkt Guptfluchtpunkt N
“~Xo x=0 Y ES X 21~
9, N
‘, N
- ) AN
e T, R [ R b N
- P 4 R ===
< X
/ 7 92 .
P Projektionsgerade Fluchtgerade
Sichtgerade Projektionsgerade Fluchtgerade

Abbildung 3.26: a) zeigt eine Einpunktperspektive mit zugehdrigem Augpunkt, der
Fluchtgeraden und dem endlichen Hauptfluchtpunkt.

b) Perspektivische Transformation eines Quadrats

Die zu der x-Achse parallelen Kanten des Quadrats liegen nach der Transformation auf
Geraden durch den Fluchtpunkt.

3. Aus 1. folgt zunéchst, daR der affine Punkt [—Xo,0,1] auf den unendlich
fernen Punkt [—Xo,0,0] = [1,0,0], d.h. auf die Richtung der x-Achse, abge-
bildet wird. Nach 2. bleiben die Punkte der affinen y-Achse bei der Trans-
formation fest. Auch im projektiven Raum sind Geraden durch zwei Punk-
te festgelegt. Da bei projektiven Abbildungen Geraden auf Geraden abge-
bildet werden, folgt daraus, daf} eine affine Gerade durch den Augpunkt
[—Xo,0, 1], welche die affine y-Achse im Punkt [0,yo,1] schneidet, auf ei-
ne affine Gerade parallel zur x-Achse durch den Punkt [0,yo,1] abgebildet
wird.

4. Der Punkt [x,y,0] wird auf den Punkt [x,y, ;‘—0] = [xo,xo¥, 1] abgebildet. Da-
her enthalten die Bildgeraden von Parallelen zur affinen Geraden mit der
Richtung [x,y,0] alle den Punkt [xo,Xo%,1], d.h. sie schneiden sich in die-
sem Punkt. Variiert man x und y, so sieht man, daR die Gesamtheit der Bild-
punkte aller Richtungen [x,y, 0] auf der Geraden X = Xg liegt. Diese Gerade
heiflt Fluchtgerade.

5. Die Schnittpunkte der Bildgeraden von Parallelen zu den Koordinatenach-
sen werden Hauptfluchtpunkte oder einfach Fluchtpunkte genannt. Nach 4.
schneiden sich die Bildgeraden von Parallelen zur x-Achse alle in dem affi-
nen Punkt [Xo,0,1]. Nach 2. bleiben Parallelen zur y-Achse parallel, d.h. sie
schneiden sich nur im unendlich fernen Punkt [0,1,0] ihrer Richtung. Da-
her besitzt die perspektivische Abbildung, die durch T, dargestellt wird, nur
einen Hauptfluchtpunkt im Affinen. Man nennt diese spezielle Perspektive
daher Einpunktperspektive.

Durch
10 &
0 X y
DoysWl [ 01 o | =[xy, —+ o+ W] (3.55)
0 0 1° Xo Yo

wird eine Zweipunktperspektive beschrieben. Sie besitzt folgende Eigenschaften
(vgl. dazu Bild 3.27):
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\
\ Houptfluchtpunkte ,” \
Yo , 7 Yo
\\ - Houptfluchtpunkie
Ve ~~
~
/7 7 To -~

AN Ny

-X / X x —X XN~ X
5 -~
/ 95 =~ L -
A / Augpunkl \
9
<y 3 -» \

7/ q, \
7 L=\ g
id q, Fluchtgerade Toy 2 Fluchtgerade
. \ &2

Sichtgerode Projektionsgerade Sichtgerode Projektionsgerode

A1 7]

Abbildung 3.27: Zweipunktperspektive mit zugehdrigem Augpunkt, der Fluchtgeraden
und den Hauptfluchtpunkten

Parallelen zur x- oder y-Achse werden auf Geraden durch die jeweiligen Fluchtpunkte
abgebildet.

1. Die Punkte der affinen Geraden g1 : %x+ yioy = —1 werden auf unendlich
ferne Punkte abgebildet, d.h. g, bildet die Sichtgerade.

2. Die Punkte der affinen Geraden gz : 5-x+;ty = 0 bleiben fest, d.h. g bildet
die Projektionsgerade.

3. Der Augpunkt liegt zum einen auf der Sichtgeraden g, zum anderen wer-
den affine Geraden durch den Augpunkt auf affine Geraden senkrecht zur
Projektionsgeraden abgebildet. Aus diesen beiden Bedingungen folgt fiir
den Augpunkt

—Xoyg —X%YO

XG+Y5 X6+Y5

A=] 1.

4. Punkte mit den Koordinaten [x,y,0] werden auf Punkte mit Koordinaten

XoYoX XoYoYy 1]

XY, xSy =
X0 Yo Xoy + YoX’ Xoy + YoX’

abgebildet.

Diese liegen alle auf der affinen Geraden g3 mit der Gleichung
ix+ iy =1
Xo Yo

Das ist die Fluchtgerade der Perspektive.

5. Die Richtungen von Parallelen zu den Koordinatenachsen, d.h. die Punk-
te [1,0,0] bzw. [0,1,0], werden auf die beiden Fluchtpunkte [xo,0,1] bzw.
[0,Y0,1] abgebildet.

Die Einpunktperspektive ist ein Spezialfall der Zweipunktperspektive. Liegt einer
der beiden Fluchtpunkte [xo,0,1] = [1,0, <] oder [0,yo,1] = [0,1, y—lo] im Unendli-
chen, so folgt z.B. fur den zweiten Fall

10 & 10 &
lim 01 4+ |=[010 (3.56)
710 0 1 00 1
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Diese Matrix beschreibt die Einpunktperspektive nach Gleichung (3.54). Die Flucht-
gerade, die Projektionsgerade und den Augpunkt fir diesen Fall erhdlt man aus
den obigen Formeln ebenfalls durch den Grenziibergang yo — . Die Ein- und
Zweipunktperspektive unterscheiden sich also dadurch, dalR bei der Zweipunkt-
perspektive beide Fluchtpunkte im Endlichen liegen, wogegen bei der Einpunkt-
perspektive einer der beiden Fluchtpunkte im Unendlichen liegt. Umgekehrt gilt
die Beziehung

10 L
0 1 f]
Yo
L0 0 1. . , (3.57)
cospg sinp 0 10 3 cosp —sinp 0
—sinp cosp O |- 0 1 O |- sinp cosp O
| O 0 1 0 01 0 0 1
mit
:arctanx—0
g Yo
und
XoYo

d:v%+%’

d.h. man kann die Zweipunktperspektive durch zwei Drehungen aus einer geeig-
neten Einpunktperspektive gewinnen.

3.3.5.6 Perspektivische Transformation im dreidimensionalen Raum

Eine allgemeine perspektivische Transformation ist durch

100 &
010 2 X 'y z
Yo | = — 4+ =4+ — 3.58
[X,y,Z,W] 0 0 1 % [X’y’z’xo+y0+ZO+W] ( )
0 00 1
gegeben.
Sie besitzt, analog zum zweidimensionalen Fall, folgende Eigenschaften (vgl. da-
zu Bild 3.28):
ey
=7 FP,
7/
FPX FR -~ ~.FP,
/7 \ ~ -
/
\
Yep,
1—Punkt 2—Punkt 3—Punkt

Abbildung 3.28: Beispiele fiir Ein,- Zwei- und Drei-Punktperspektive
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1. Die Punkte der affinen Ebene E1 : ;x4 5y + 5:2 = —1 werden auf unend-
lich ferne Punkte abgebildet, d.h. E1 bildet die Sichtebene.

2. Die Punkte der affinen Ebene E; : =X+ yioy+ =2 = 0 bleiben fest, d.h. E>
bildet die Projektionsebene.

3. Der Augpunkt liegt zum einen auf der Sichtebene E1, zum anderen wer-
den affine Geraden durch den Augpunkt auf affine Geraden senkrecht zur
Projektionsebene abgebildet. Aus diesen beiden Bedingungen folgt fur den
Augpunkt

A= —Xoy3z3 —X3y0z3 —X3y3z9 ]
XGYG+ X525 + Y525 X6YG+XG25 + Yors Xovo +xGzo + ez
4. Punkte mit den Koordinaten [x,y,z,0] werden auf Punkte mit Koordinaten

X Yy
Xaya Za —+ = -
Xo Yo 2o
abgebildet.
Diese liegen auf der Fluchtebene mit der Gleichung

1 1 1
—X+—y+—z=1.
Xo Yo V4o

5. Die Richtungen von Parallelen zu den Koordinatenachsen, d.h. die Punk-
te [1,0,0,0], [0,1,0,0] bzw. [0,0,1,0] werden auf die drei Fluchtpunkte
[X0,0,0,1], [0,Y0,0,1] bzw. [0,0, 20, 1] abgebildet.

Die Spezialfalle der Ein- und Zweipunktperspektive erhélt man, wie im zweidi-
mensionalen Fall, auch wieder durch die entsprechenden Grenziibergénge.

Wenn Sie die PDF-Version des Kurses bearbeiten, kénnen Sie jetzt das Inter-
aktionselement ’vanpoints’ anwahlen.

3.3.5.7 Definition einer allgemeinen perspektivischen Transformation

Bei der praktischen Anwendung von Projektionen liegt der Standort des Betrach-
ters beliebig im Objektraum. Eine allgemeine perspektivische Transformation wird
durch die Festlegung eines Augpunktes (Eye), eines Blickbezugspunktes (VRef)
und der Angabe einer Oben-Richtung (ViewUp) festgelegt (Bild 3.29).

Die Berechnung der Transformation wird in vier Schritten durchgefiihrt:

1. Berechnung des Bildschirmkoordinatensystems mit Ursprung VRef und den

Basisvektoren vy, vy und v;.

v, wird durch VRef und Eye definiert.
v/ steht senkrecht auf den Vektoren ViewUp und v;.
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Abbildung 3.29: Festlegung eines Blickkoordinatensystems

Da die y—Achse des Bildschirmkoordinatensystems in die entgegengesetz-
te Richtung des ViewUp-Vektors zeigt, bilden die drei Vektoren v, ViewU p
und V, ein linkshandiges, noch nicht notwendig orthogonales, Koordinaten-
system.

Der Vektor ViewUp wird daher durch den Vektor vy senkrecht zu v; und vy
ersetzt, so daB v, vy und v; ein rechtshandiges orthogonales Koordinaten-
system bilden.

Die Vektoren v, V!

{ und v; miissen normiert werden!

2. Translation des Bildschirmkoordinatensystems in den Ursprung.

3. Rotation des Bildschirmkoordinatensystems auf das Welt- bzw. Referenz-
koordinatensystem:

! . ! . !
L e A

4. Perspektivische Transformation mit Abstand |VRef — Eye|, wobei der Aug-
punkt (Eye) auf der negativen z-Achse liegt.

Beispiel 3.3:

Gesucht ist eine Transformation T, die das Geradenstiick von P1(0,0) nach P»(1,0)
in das Geradenstiick P;P; transformiert (Bild 3.30).
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y T y
/‘\ Vs _P’__ Pz
yi |- ==&
, 9 | I
P, P, X X X2 x

Abbildung 3.30: Beispiel einer affinen Transformation

Die Aufgabe wird so geldst, dalR zuerst die Rotation, dann die Skalierung und
zuletzt die Translation ausgefihrt wird. Mit

cosa:@
und B
sina:@
wird
I —XZTxl 201 Il 0O 1 0 O
T = ——yzjyl —Xszl o|-{0o Il of-1]0 1 O
0 0 1 0 01 X1 y1 1

X2—X1  Y2—Yy1 O
= | —(ya—y1) Xx2—x1z O
X1 Y1 1

Nicht in allen Féllen 140t sich die gesuchte Transformation so offensichtlich wie
im ersten Beispiel aus Grundtransformationen zusammensetzen. In diesen Fallen
mussen die gegebenen Koordinaten in die Gleichung eingesetzt und Koeffizien-
tenvergleiche durchgefihrt werden.

Wenn Sie die PDF-Version des Kurses bearbeiten, kdnnen Sie jetzt das Inter-
aktionselement ’transformation’ anwahlen.

Beispiel 3.4:

Gesucht ist die Transformationsmatrix T, die eine perspektivische Darstellung
entsprechend Bild 3.31 liefert. Die Lage der Punkte kann aus denen der Parallel-
projektion in die x — z— bzw. y — z—Ebene abgelesen werden.

Da wir eine perspektivische Transformation suchen, missen wir im projektiven
Raum P(R*) mit homogenen Koordinaten rechnen. Wie im Kapitel iiber affine
und projektive Raume gezeigt wird, sind die homogenen Koordinaten im P(R#)
erst durch funf projektiv unabhéngige Punkte festgelegt. Dasselbe gilt fur bijekti-
ve projektive Abbildungen im P(R*). Sie sind durch fiinf projektiv unabhéngige
Bild- und Urbildpunkte festgelegt.
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z Z Z
R
R R
3/4 P 34
Y — s R
1 R
1 V4 V4
P
P \% = X
p 1 P X 2 P P
1 2 1/2 1 g4 34 2

Abbildung 3.31: Beispiel einer perspektivischen Transformation

Um die homogene Matrix T zu finden, durch welche die gesuchte Abbildung
beschrieben wird, gehen wir wie folgt vor:

Zunéchst bestimmen wir homogene Matrizen A1 und Ay, welche die Punkte p; =
[1,0,0,0], p2=[0,1,0,0], p3 =10,0,1,0], ps =10,0,0,1], ps = [1,1,1,1] der
projektiven Basis des P(R?*) auf die Punkte Py,---,Ps bzw. P;---,PL abbilden.
Hat man diese Matrizen bestimmt, so gilt fir die gesuchte homogene Matrix T

AlT=RA=T=A"Ax

Im zweiten Schritt wird die Matrix A1 invertiert und mit der Matrix A, multipli-
ziert.

Schritt 1: Aus Bild 3.31 entnehmen wir zunédchst die homogenen Koordinaten
der Urbild- und Bildpunkte

P, =10,0,0,1], P, =[1,0,0,1], P3=0,0,1,1], P, =[0,1,0,1],
Ps=[1,1,1,1]

sowie

Pi:[ 1010 1] Pé:[laoaoal]a Pé:[O,O,lal], lel:[z_]ia%a ,1]5

Die Bild- und Urbildpunkte sind projektiv unabhéngig, also existieren homoge-
ne Matrizen A; und A, mit der oben beschriebenen Eigenschaft. Schreibt man
skalare Vielfache der Koordinaten der jeweils ersten vier Punkte zeilenweise in
die Matrizen A7 und Ay, S0 ist

0 0 0 A A O 0 0 000 1
A _ |20 0 x| _0 X0 0 1001
710 0 A A |0 0 A0 0011

| 0 A 0 A 0 0 0 A [01001
und

(0 0 0 N A, 0 0 070001
U - - B (P VR 100 1
S IV B B I I VA 0011

Y 000 0 N]| [L 2111
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Die Matrix A; bildet die homogenen Koordinaten der Punkte p1,---, p4 auf die
homogenen Koordinaten der Punkte P4, --- , P4 ab. Entsprechendes gilt fur die Ma-
trix A,. Setzt man die homogenen Koordinaten der Punkte ps,Ps und P ein, so
erhélt man

M 0 0 O 0 001
0 A, 0 O 1001 B
[1717171] 0 0 )\3 0 00 1 1 - )\5'[1717171]
0 0 0 M 010 1]
Ap 0 0 O 0 0 0 17
0 A, 0 O 1 0 01 4 [313
LLLI- g Ny 0 001 1| — ™ [Z’E’Z’l]
000 0 N] [23211]
und daraus
[7\117\2’)\35)\4] = [_2515151]
sowie 11
[)\Ila 127 é’n}\il] = [_11 za 571]-
Die Koeffizienten A; bzw. A{, i =1,---,4, sind dabei bis auf die gemeinsamen

Faktoren As bzw. Af festgelegt, da A; und A, homogene Matrizen sind.

Schritt 2: Fur die gesuchte homogene Matrix T gilt die Beziehung

T=A71-A,
und daraus folgt
_ -1 1
o002y 2[00 0 1] [E000
;_|100 1 200 3 | |22 332
o001 1 o0 21| ool o
010 1 L. a2 2
i 21 1 0003

Da die Matrizen A; und A, bis auf die Faktoren As und )\’5 festgelegt sind, ist
auch T nur bis auf einen Faktor At festgelegt und daher eine homogene Matrix.
Weitere Literatur zur Theorie der projektiven und perspektivischen Abbildungen
in der Computergraphik findet man z.B. in [ 1. [ 1. [ Jund [ 1.
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3.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1:

Gegeben seien die Punkte Py = (3,1);P, = (1,2);P; = (4,2) und P, = (2,3) in
der Ebene (vgl. Bild 3.32).

Abbildung 3.32: Punkte Py, P2, P; und P,

a) Bestimmen Sie die Matrix der linearen Transformation T, welche P; auf Pi
und P, auf P, abbildet.

b) Schreiben Sie T als Hintereinanderausfiihrung einer Skalierung S und einer
Scherung SH. Geben Sie die zugehorigen Matrizen an.

Aufgabe 2:

Gegeben sei ein Rechteck (Bild 3.33a), das in die Darstellung in Bild 3.33b ge-
bracht werden soll.

a) Bestimmen Sie die Transformationsmatrix, indem Sie vier projektiv unab-
héngige Punkte vor und nach der Transformation betrachten.

b) Stellen Sie die in a) bestimmte Matrix als Produkt elementarer affiner Trans-
formationen dar (vgl. Bild 3.36).
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|
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Abbildung 3.33:  a) Ausgangslage b) Gesuchte Lage

Abbildung 3.34: Folge von Transformationen
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Aufgabe 3:

Gegeben sei ein Einheitsprojektionsvektor p = (px, py, p;) . Bestimmen Sie die
Transformationsmatrix M einer rechtwinkligen Parallelprojektion auf eine Bild-
schirmebene im Ursprung des Koordinatensystems entlang p. Die Oben-Richtung
entspreche dabei der positiven z—Achse.

Aufgabe 4:
In der Ebene sei eine perspektivische Transformation durch Augpunkt A= (—Xo,0),

Projektionsgerade y = 0 und Fluchtpunkt F = (xp,0) sowie ein Quadrat mit Eck-
punkten Py, Py, P3, P4 gegeben (vgl. Bild 3.37).

v A

r P
R E
T T T T T T T T T T T T »
_XO . . XO X
Augpunkt Pro jektions- Fluchtpunkt
gerade

Abbildung 3.37: Quadrat mit Eckpunkten Py, P>, P; und Py

a) Konstruieren Sie zeichnerisch die transformierten Punkte Py, Py, Py, P,.
Uberpriifen Sie das Ergebnis durch Rechnung.

b) Eine homogene Geradengleichung ist gegeben durch

Ny
X-i=[x,y,w]- l ny ] = XNy +yny +wny, = 0.
Nw

Sind zwei Punkte p = (px, Py, Pw) und q = (dx,dy,0w) gegeben, so ist die
Gleichung der Geraden durch p und g durch

Px Ox
X-1=[X,Y,W] - py | x| ay =0 gegeben.
Pw Qw
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Ermitteln Sie die Gleichungen des Quadrats und transformieren Sie diesel-
ben mit der gegebenen perspektivischen Transformation. Uberprifen Sie
das Ergebnis anhand der Konstruktion.
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3.5 Losungen zu den Ubungsaufgaben
Ldésung 1:

a) Wir bestimmen Matrizen A1 und A, welche die Basisvektoren (1,0) und
(0,1) auf die Vektoren (3,1) und (1,2) bzw (4,2) und (2,3) abbilden.

31 4 2
we(iz) % (23)
Die Matrix T der gesuchten Transformation ergibt sich dann zu M = Agl-
Az

T = ab _ Sl 0 1 Shl _ Sl Slshl
- c d o 0 S Shy 1 o SoShy Sy )

~ J ~ J

Skali‘errung Sch;;ung

Fura= 0, d # 0 ergibt sich daraus

Slza, SQZd, Shlzb/a, ShzZC/d.

In unserem Fall ergibt sich

T:%(g %):(665 735)(2}7 1{6>'
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Ldsung 2:

a) Als vier projektiv unabhéngige Punkte wahlen wir

P, = [50,1] P = [v3,1,0]
P = [-Lv30] P = [3v33+5V3,1].

Diese Punkte werden durch die gesuchte Transformationsmatrix auf die
Punkte

P, = [50,1], P, = [1,/3,0]
P, = [-1,v3,00] P, = [{V3,1+5V31]

abgebildet. Nun bestimmen wir zwei homogene Matrizen A1 und A, ,wel-
che die Punkte p; = [1,0,0], p2 = [0,1,0], p3 = [0,0,1] und ps = [1,1,1]
der projektiven Basis des R® auf die Punkte Py, ...P4 bzw. Pi, ...P, abbilden.
Dazu schreiben wir die skalare Vielfachheit der Koordinaten der jeweils 3
ersten Punkte zeilenweise in die Matrizen A1 und As.

51 0 A M 000 5 0 1
A= A V3 0 [=[ 0 X 0O : -1 V3 0
V33 Az 0 0 0 A3 V3 1 0
5A; 0 A} A; 0 0 5 0 1
A= =N, v3\, 0 [=] 0 A, O -1 V3 0
A3 V3A; 0 0 0 M 1 V30

Aus den Bedingungen fir den vierten Punkt

o O -
N—— N—————— ~ .

A 00 5 0 L1
(1,,1)-] 0 A2 0 |-|] -1 V3 =(—x/§,—+5\/§,1)
272
0 0 A3 V3 1
und
A, 00 5 0 1 )
(L,1,1)-1 0o A, 0 |- -1 V3 0 :(5\/5,1+5\/§,1)
0 0 Aj 1 V30
folgt
1
()\17)\27)\3) = (1757 E)
und

()\'1,)\'2,)\'3) - (1,5, %x/ﬁ) .

Damit sind die Matrizen A; und A vollstandig bestimmt.
Die Transformationsmatrix zwischen Py, P2, Ps, P4 und P, P5, Ps, P, ergibt
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sich nun geman

T = ALA
0 —-% 3V3 5 0 1
= [0 /3 3 -5 5/3 0
A VAN I
P o
= | &8 5 o
RS YEIR

b) Die Transformation wird in finf Schritten durchgefihrt (vgl. Bild 3.34):
1) Translation um den Vektor (—5,0):

1
T = 0

(62}
o - O
= O O

2) Rotation um den Winkel 60° um den Punkt (0,0):

Ri=1] —

o r\)|<| NI
w
O NIk N|§|

0
0
1

3) Scherung mit dem Parameter s; = —tan30° = —% (s2=0):

S1

5) Translation um den Vektor (5,0) :

0
0
1

o - O

1
T,=10
5

Die gesamte Matrix erhalten wir durch Multiplikation:

3 3

a B0
TiRiS1IRe 2= | —5V/3 > 0

5 5

A VAR



148 3.5 LOSUNGEN zU DEN UBUNGSAUFGABEN

Ldsung 3:

Abbildung 3.38: orthogonales Bildschirmkoordinatensystem

Zunachst bestimmen wir ein orthogonales Bildschirmkoordinatensystem x’,y’ in
der zu p = (px, Py, Pz) senkrechten Ebene durch den Ursprung und setzen

7 =—p.

Dabei ist darauf zu achten, daB x’,y’,z’ ein rechtshandiges Koordinatensystem de-
finieren.

In einem zweiten Schritt ermitteln wir die Transformationsmatrix, um Punkte im
Bildschirmkoordinatensystem darzustellen.

Hierzu nutzen wir die Korrespondenzen

ex — e =(1,0,0)
ey — ey =(0,1,0)
ez’ — ez — (0, 0, 1)

Nach dieser Transformation ist eine Parallelprojektion entlang der z’—Achse durch-
zufuhren.

1) Dadie Oben-Richtung mit der positiven z-Achse iibereinstimmt, ergibt sich:

ez = —p=(=px,—Py,—P2);
ezxezl 1

= » T 70
Terxes]] ~ yipz P PO

ey = eyxe —#(— - 1—p?)
y - VA X' — m pob pyp27 pZ .
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2) Daes sich beim zweiten Schritt um eine lineare Transformation handelt, ist
diese durch die folgende Bedingung vollstandig bestimmt.

(_an_pya_pZ) — (anal)

i (PP —ppa1-p]) = (0,10

\/i—pg(py,—px,o) ~ (1,0,0).
Setzen wir
P P P 0 01
Px Pz Py P; 1-p?
A= — — ’ A, — 0 1 O ’
v v Vi |
P Px 0 Lo o

y J—
V1-p? V1-pz?

so erhalten wir Mg = A; 1 Ay,
Fur A7 = Al ergibt sich

A Px Pz Py
CoVI-p2 J1-p2
. o, — Py Pz P
sio| TP TUiw viw
1-p2
—Pz T—p2
Daraus folgt
Py _ PxP: .
Mx= | __ Px _ Byp: _
’ - Ji-pz

3) Fuhrt man anschlieBend eine Parallelprojektion entlang der z-Achse durch,
so erhalten wir M = My - Mp,wobei M, die Matrix der Parallelprojektion
entlang der z-Achse ist:

Py _ Pxpz " 10 0
Vi-pi  1-p?
M = _ Px __ ByPz “p 010
1-p2 J1-p2
0o yip —p) \00o0
Py _ PxPz 0
1-p7 1—pz
-  Bx __ PByP: 0
1-p; 1-p?
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Ldsung 4:

_____________

=< ¥

Augpunkt Projektions- Fluchtgerade
gerade

Abbildung 3.39: Konstruktion der transformierten Punkte

a) Alle Geraden durch den Augpunkt A werden auf Parallelen zur x—Achse

abgebildet. Dabei bleiben die Punkte auf der y—Achse fest.

Parallelen zur x—Achse werden auf Geraden durch den Fluchtpunkt F ab-
gebildet. Dabei bleiben ebenfalls die Punkte auf der y—Achse fest.

Um z.B. Bedingungen fir den Punkt P'3 zu erhalten, betrachten wir die
Hilfspunkte P; und Py (vgl. Bild 3.39).

Der Punkt Ps liegt auf der Geraden A—Pg Diese wird bei der perspektivischen
Transformation auf die Gerade parallel zur x—Achse durch Pg abgebildet.
Also liegt P'3 auf dieser Geraden. Der Punkt P3 liegt auch auf der Geraden

P3P, die durch die perspektivische Transformation auf die Gerade P3'F ab-
gebildet wird, und daher muR} P'3 auch auf dieser Geraden liegen; d.h. aber,

ua

P; ist der Schnittpunkt der Geraden P, F mit der Geraden, die parallel zur
x—Achse durch den Punkt Py verlauft.

Die anderen Punkte konstruiert man analog.

Die Matrix der angegebenen perspektivischen Transformation lautet

o Ol

o
o
=
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Daraus ergibt sich

1
1 _
0 6
PlTp = [2’6’1]' 010 :[%,%,1] = Pl
0 0 1
1
/1 0 6
PZTP = [27271] 01 0 :[%7%71] = P2
0 01
1
1 _
0 1)
P3Tp = [_27271]' 010 :[_37371] = P3
0 0 1
1
1 _
0 6
P4Tp = [_25651]' 010 :[_35951] = I34
0 0 1
b) Fir die Geradengleichungen ergibt sich
S
01 [X,y,W]' 0 =0
__2_
0
g2 . [X,y,W]' -1 =0
b 2 -
F 17
gs - [X,y,W]' 0 =0
__2_
-0 7
ga - [X,y,W]' 1 =0
—6

Die homogenen Koordinaten i = [ny, ny, ny] miissen mit der Transponierten
der Inversen von T, transformiert werden:
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Es ergibt sich dann:

-8 7
6
gll : [X,y,W]' 0 = 0<Z>%X—2:0<:>X:%
_2_
- 27
6
gIZ : [X,y,W]' -1 = 0@—%X—y—|—2:0¢>y:2_%x
L 2 -
- 4
6
g’3 : [x,y,w]- 0 = 0<:>—%1X—2:O<:>x:_3
-_2_
Fq T
gl4 : [Xayaw]' 1 = 0<:>X+y—6:o<:>y:6_x
—6

Die Gleichungen der transformierten Geraden konnen aus der Zeichnung
abgelesen werden.
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Glossar

affiner Raum (3.1.1, S.101)
Eine Menge A" heilt n-dimensionaler affiner Raum, falls ein n-dimensio-
naler reeller Vektorraum V" existiert, so dal folgende drei Bedingungen
erfullt sind:

(i) Zu jedem geordneten Paar (p,q), p,q € A", gehort ein Vektor v e V",
Man schreibt v = (pgq).

(if) Zu jedem p € A" und jedem v € V" existiert ein eindeutig bestimmtes
q € A", sodal v=(pg).

(iii) Istv=(pg) und w = (qr), dann gilt v+w = ().

Die Elemente des affinen Raumes A" heiRen Punkte;
V" heiRt der zu A" assoziierte Vektorraum.
Die Elemente aus V" heilen Vektoren. Aus (iii) folgt, da (pp) = 0 und

(PY) = —(db).

Koordinatensystem des affinen Raumes (3.1.1.1, S.102)
Ist ein Koordinatensystem (0;e1,...,€en) gegeben, dann heildt fur jeden Punkt
p € A" der Vektor v = (0]p) Ortsvektor von p.
Die Komponenten von v bzgl. (e, ...,en) heien Koordinaten von p, d.h. p
besitzt die Koordinaten (x,...,Xn) genau dann, wenn

(0b) = v =x1€1+Xo€2+ - + Xpen.

Der Punkt o besitzt die Koordinaten (0,...,0) und heift Ursprung des Ko-
ordinatensystems.

Die Punkte p; mit (oP;) = e; heiRRen Einheitspunkte.

Die Menge der Punkte (o, p1,-..,pn) €ines Koordinatensystems wird als
affine Basis bezeichnet.

Unterraum des affinen Raumes (3.1.2, S.102)
Eine nichtleere Teilmenge B C A" hei8t r-dimensionaler Unterraum von
A", falls ein r-dimensionaler Untervektorraum W von V" existiert, so daf
die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

(i) p,aeB=w=(pg) €W

=

(i) peB,weW = Esgibtein g e B mit (pg) =w.

Dann ist B selbst ein affiner Raum.
Ein (n— 1)-dimensionaler Unterraum von A" heil3t Hyperebene.

affiner Unterraum eines Vektorraumes (3.1.2, S.103)
Eine Teilmenge X eines Vektorraumes V heil’t affiner Unterraum von V,
falls es ein v € V und einen Untervektorraum W C V gibt, so daR X =
v+W = {ueV]|esgibteinweW mitu=v+w} gilt.

Beispiel:
Die eindimensionalen Unterraume sind Geraden.
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Affinkombination (3.1.2, S.104)
Der Vektor v ist eine Affinkombination der Vektoren vj, wenn

V= ii)\ivi mit ig)\i =1

gilt.

baryzentrische Koordinaten (3.1.2.1, S.104)
Sei B = {po; (paP1),---,(poPn)} ein Koordinatensystem in einem affinen
Raum A" und sei ein Punkt

p= ig)\i -pi mit ii)\i =1

als Affinkombination bezlglich dieses Koordinatensystems gegeben.
Dann heilRen die Koeffizienten A; baryzentrische Koordinaten oder Schwer-
punktskoordinaten von p.

konvexe Hiille (3.1.2.2, S.105)
Die konvexe Hulle von Punkten ist die kleinstmdgliche Menge von Punkten,
bei der mit je zwei Punkten auch die Verbindungsstrecke in der Menge liegt:

n n
co{po,---,pPnt={plP= Aipi, Ai=1lund A;>0,i=0,---,n}.
{0 n} { ‘ i; i Mi i;} i i }

Beispiele:

Strecke mit den Begrenzungspunkten p; und pa:

co{ps, P2} = {p[p=A-p1+(1-A)-p2,0<A <1}

Dreieck mit Eckpunkten po, p1, p2, wobei die pg, p1, p2 drei verschiedene
Punkte in der affinen Ebene sind.

euklidischer Raum (3.1.2.3, S.105)
Wenn der zum affinen Raum A" assoziierte Vektorraum V" ein n-dimensionaler
Raum mit Skalarprodukt ist, so heilt A" euklidischer Raum.
(Fur V" gibt es dann eine orthonormale Basis (e1,...,€n) .)

affine Abbildung (3.1.3, S.105)
Eine Abbildung ®: A1 — A, zwischen zwei affinen R&umen A1 und A, ist

affin, wenn
P (_Z)M : pi) = _;Ai'¢(pi)

fur jede endliche Folge Ao, ,An € R mit Lo Aj = 1 gilt.
Aus der Definition folgt, daB eine affine Abbildung eindeutig durch die Ab-
bildung der affinen Basis festgelegt ist.

Zentralprojektion (3.2, S.106)
Gegeben sei ein Beobachtungspunkt g (Punkt des Beobachters), eine Ge-
rade g, auf die projiziert wird, und eine dazu nichtparallele Gerade g’ als
Objekt. Der Beobachtungspunkt g soll dabei auf keiner der beiden Geraden
g bzw. g’ liegen. Nun wird einem Punkt p’ € g’ (Objektpunkt) der Schnitt-
punkt p € g der Geraden durch p’ und q zugeordnet. Die Punkte auf der
Objektgeraden g’ werden dabei auf die Gerade g projiziert.
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projektiver Raum (3.2.2, S.108)
Ist ein reeller affiner Raum A gegeben, so nennen wir die Menge aller Ge-
raden durch den Ursprung den reellen projektiven Raum P(A).
Die Dimension dim P(A) des projektiven Raumes P(A) wird dim P(A) =
dim(A) — 1 gesetzt.
Ein projektiver Raum der Dimension eins bzw. zwei heif3t projektive Gera-
de bzw. projektive Ebene.
Projektive lineare Teilrdume des projektiven Raumes P(A) werden ausge-
hend von einem linearen Teilraum des zu A korrespondierenden Vektorrau-
mes von A analog definiert.

homogene Koordinaten (3.2.2.1, S.108)
Ist v.e R* ein von Null verschiedener Vektor, so definiert v eine Gerade g
durch den Ursprung des R* mit der Parametrisierung g(A) =A-v, A € R,
die wir zur Abkurzung mit R-v (projektiver Punkt) bezeichnen.
Auf diese Weise erhalt man eine Abbildung von dem Vektorraum R* in den
projektiven Raum P(R*), genauer

R* — {0} = P(R*), vi— R-V.

Zwei von Null verschiedene Vektoren v,v’ bestimmen genau dann densel-
ben projektiven Punkt, d.h. dieselbe Gerade durch den Ursprung, wenn es
ein A € R— {0} gibt mitv' = Av.

Istv = (x,y,z,w) # 0 € R* gegeben, so bezeichnen wir mit

[X,Y,Z,w] = R- (X,Y,z,W)

die homogenen Koordinaten des projektiven Punktes R - v.

Zur Unterscheidung schreiben wir sie in eckigen Klammern.

Dabei ist zu beachten, dalR immer mindestens eine der Koordinaten x,y,z,w
von Null verschieden ist und daB [x,y,z,w] = [x',y’,Z',w'] genau dann gilt,
wenn es ein A # 0 gibt mit X' = Ax,y' = Ay, 2’ = Az,w' = Aw.

projektive Basis (3.2.2.3, S.110)
Ein (r 4+ 1)-Tupel (po,---,pr) im projektiven Raum P(R?#) heifRt projektiv
unabh&ngig, wenn es linear unabhangige Vektoren v, -+ ,v, € R* gibt mit
pi=R-vj, i=0,---,r.
Ein Fiinftupel (po,---,ps4) von Punkten aus P(R*) heiRt projektive Basis
von P(R*), wenn je vier davon projektiv unabhangig sind.
Im dreidimensionalen projektiven Raum P(R?) ist eine projektive Basis
durch die von den Vektoren

vo =[1,0,0,0], v; =[0,1,0,0], v» =[0,0,1,0], v3 =[0,0,0,1],

Vg = [17 1,1, 1],

definierten Punkte po,---, P4 gegeben, also durch fiinf projektive Punkte
festgelegt.

projektive Abbildung (3.2.3, S.112)
Eine Abbildung f zwischen zwei projektiven Raumen P(V ) und P(W ) heif3t
projektiv, wenn es eine injektive lineare Abbildung F :V — W gibt mit
f(R-v) =R-F(v) fur jedes vom Nullvektor verschiedene v € V.
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Man schreibt dafir kurz f = P(F).

Zwei lineare Abbildungen F,F’: V — W definieren dieselbe projektive Ab-
bildung genau dann, wenn es ein A # 0 gibt mit F' = A -F.

Wie bei linearen und affinen Abbildungen sind auch projektive Abbildun-
gen durch ihre Wirkung auf die Basis eines projektiven Raumes festgelegt.
Da der reelle projektive dreidimensionale Raum P(R*) fiinf Basiselemente
besitzt, ist eine projektive Abbildung vom P(R*) in den P(R?*) durch die
Abbildung von fiinf geeigneten Punkten eindeutig festgelegt.

Matrizendarstellung fur projektive Abbildungen (3.2.3.1, S.112)
Ist eine projektive Abbildung f: P(R*) — P(R*) gegeben, so betrachten
wir die zugehérige lineare bijektive Abbildung F: R* — R*. Diese Abbil-
dung &Rt sich als 4 x 4-Matrix A beschreiben, die bis auf einen Skalar A # 0
festgelegt ist. Solche Matrizen heil’en homogen.
Wird f durch die Matrix

aoo ces a03
A= :
a30 ces a33
dargestellt, so bildet f den Punkt p mit den homogenen Koordinaten [x,y,z,w]
auf den Punkt
[X,Y,Z,w] - A = [agoX + - - - + azoW, - - - ,a03X + - - - + azaW]
ab.

Translationsmatrix (3.3.1, S.114)
Die Gleichung p' =T (p) =T (0) + p = (X0, Yo,20) + (X, Y, Z) beschreibt eine
Translation T im reellen dreidimensionalen affinen Raum. Die zur Transla-
tion gehdrende homogene Matrix hat dann die folgende Gestalt:

1 0 0 O
[Xla yla ZI,WI] = [Xa Y,Z, 1] 8 é 2 8 oder
Xo Yo 2o 1

o= p-A
Dabei wurde w = wp = 1 gewdhit.

Skalierungsmatrix (3.3.2.1, S.116)
Bei einer Skalierung S ergibt sich fur die affinen Basisvektoren folgende
Beziehung:
S((1,0,0)) = (s1,0,0)
S((0,1,0)) = (0,s2,0)
S((0,0,1)) = (0,0,s3).

Man erhélt als Skalierungsmatrix

st 0 0 O
TN B 0 S2 0 0
[x,y,z,W]—[x,y,z,W] 0 0 53 0
0 0 0 1

Der Sonderfall s; = s, = s3 = s bedeutet die gleiche Skalierung fir alle
Koordinaten.
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Scherungsmatrix (3.3.2.2, S.117)

Bei einer Scherung SH ergibt sich fur die affinen Basisvektoren folgende
Beziehung:

SH((1,0,0)) = (1,s1,S3)

SH((0,1,0)) = (s2,1,54) .

SH ((Oa Oa 1)) = (55736a 1)
Man erhélt als Scherungsmatrix
1 s; s3 0
Dol of o s2 1 s4 0
[X,y,Z,W]—[X,y,Z,W] 35 36 1 0
0 0 0 1
Rotationsmatrizen (3.3.2.3, S.117)
Rotation um die Koordinatenachsen:
1. Rotation um die z-Achse mit dem Winkel o :
cosa sina 0 0]
P or o —sina cosa 0 O
[X,y,Z,W]—[X,y,Z,W] 0 O 1 0
| 0 0 0 1]
2. Rotation um die x-Achse mit dem Winkel a :

1 0 0 O
VR 0 cosa sina O
XLy, 7w =[xy,2,w] 0 —sina cosa O

1

| 0 0 0
3. Rotation um die y-Achse mit dem Winkel a :
[ cosa 0 —sina 0
0 1 0 0
sina 0 cosa O
0 O 0

Die Drehwinkel sind in dem Rechtssystem X, Y,z immer positiv.

Xy, 7 W] =[x,y,z,w]

[EEN

Rotation um eine beliebige Achse durch den Ursprung:
Eine Drehung um eine beliebige Achse in Richtung des normierten Vektors
(x,y,z) mit dem Winkel a kann auf Drehungen um die Koordinatenachsen
zurtickgefihrt werden. Verknupft man diese Drehungen, d.h. multipliziert
die zugehdrigen Rotationsmatrizen, so ergibt sich folgende homogene Dar-
stellung:

tx>4+c txy4+sz txz—sy 0

txy—sz ty?+c tyz+sx 0

txz+sy tyz—sx tz2+c 0 |’

0 0 0 1

wobei s =sina, ¢ =cosa, t =1 —cosa.
Fir kleine Winkel a (o < 1°) kann man die Bogenléngen sina durch o und
cosa durch 1 approximieren:

1 za —ya
—za 1 Xa
ya —xa 1

0 0 0

Xy, 7w =[x,y,z,w]

_ O O o
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Rotation um eine Achse, die nicht durch den Ursprung verl&uft:
Man verschiebe das Rotationszentrum in den Ursprung, fiihre die Rotation
durch und verschiebe das Rotationszentrum zuriick:

p=p-TLR-T.

Transformation von Normalen (3.3.3, S.119)

Wird z.B. eine affine Ebene E im R* durch die Gleichung

x-n'4+d=0

mit Normalenvektor n = (ny,ny,Nz,Ny), X = (Xx,Xy,Xz,Xw) und d € R be-
schrieben, so ist zu beachten, daB sich Normalenvektoren nicht mit dersel-
ben Matrix A wie die Ortsvektoren transformieren:

Wechsel des Koordinatensystems (3.3.4, S.120)

Sind zwei Koordinatensysteme W und W' mit den Basisvektoren ey, €5, e3,€4
und e, e, e5, ), gegeben und beschreibt die Matrix A die Abbildung, wel-
che die Basisvektoren e; auf die Basisvektoren €j, i =1,---,4 abbildet, so
berechnen sich die Koordinaten [x7,X5,X5,X,] eines Punktes im Koordina-
tensystem W' aus den Koordinaten [X1, X2, X3, X4] desselben Punktes im Ko-
ordinatensystem W durch

[Xllax&axgaxil] = [X17X27X37X4] 'Ail'

ebene geometrische Projektion (3.3.5, S.120)

Die ebenen geometrischen Projektionen sind dadurch charakterisiert, dal}
mit Projektionsstrahlen konstanter Richtung, d.h. entlang von Geraden, auf
Ebenen projiziert wird.

Diese Projektionen werden in diesem Skript durch eine invertierbare Trans-
formation und anschlieende Parallelprojektion entlang einer Koordinaten-
achse dargestelit.

Zu diesen Projektionen gehoren die Parallelprojektion (rechtwinklige Pro-
jektion, schiefwinklige Projektion) und die perspektivischen Projektionen.

Parallelprojektion (3.3.5.1, S.122)

Bei den Parallelprojektionen unterscheidet man zwischen rechtwinkligen
und schiefwinkligen Projektionen.

Bei rechtwinkligen Projektionen steht die Projektionsrichtung senkrecht auf
der Projektionsebene, d.h. sie ist parallel zur Normalen der Projektionsebe-
ne.

Bei schiefwinkligen Projektionen steht die Projektionsrichtung nicht senk-
recht auf der Projektionsebene und bildet mit der Normalen der Projekti-
onsebene einen Winkel.

Bei Parallelprojektionen bleiben L&ngen auf Geraden parallel zur Projekti-
onsebene erhalten.
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rechtwinklige Projektion (3.3.5.2, S.122)
Parallelprojektion entlang der z-Achse auf die Ebene z = zg:

o O o

X,y 7, w1 = [x,y,z,w]

O O - O
= O O O

1
0
0
0 20

In den meisten Fallen wird man flr xg, Yo oder zo den Wert Null wéhlen.

Transformation:

Die Lage des Bildschirmkoordinatensystems wird meist so gewéhlt, da
sein Ursprung mit dem Ursprung des 3D-Koordinatensystems zusammen-
fallt und die z-Richtung die Oben-Richtung (ViewUp) definiert. Die Projek-
tion der Oben-Richtung auf die Projektionsebene definiert y’.

Seien p = (px, Py, Pz) und 0 = (0x,0y,0,) die normierte Projektions- bzw.
Obenrichtung. Dann I&Rt sich das rechtshandige Bildschirmkoordinatensy-
stem X', y',z' wie folgt berechnen:

1) ez =—p.
2) Daey zu der von p und o aufgespannten Ebene senkrecht ist, gilt
o, — 0% e
T loxeyl

3) ey’ — ezl X exl.

Dann wird die zu projizierende Szene in diesem Koordinatensystem darge-
stellt (vgl. Abschnitt 3.3.4). AnschlieRend wird die obige Parallelprojektion
entlang der z’—Achse durchgeftihrt.

schiefwinklige Projektion (3.3.5.3, S.127)
Bei den schiefwinkligen Projektionen ist die Projektionsebene meistens par-
allel zu zwei Koordinatenachsen, die Projektionsrichtung jedoch nicht senk-
recht zu der Projektionsebene.
Bei der Kavalierprojektion bildet die Projektionsrichtung mit der Normalen
der Projektionsebene einen Winkel von 45°.
Daher bleiben die L&ngen auf Geraden senkrecht zur Projektionsebene bei
dieser Projektion unveréndert.
Bei der Kabinettprojektion werden Langen auf Geraden senkrecht zur Pro-
jektionsebene um den Faktor % verkirzt. Der Winkel 3 zwischen Projekti-
onsebene und Projektionsrichtung ist daher arctan(2) = 63°.
Abhéngig von a und 3 ergibt sich die normierte Projektionsrichtung

p = (—cosa-cospP,—sina-cospP,—sinp).

Stimmt die Projektionsebene mit der x,y-Ebene (berein (vgl. Bild 3.22), so
lassen sich die Matrizendarstellungen der Kavalier- und Kabinettprojektion
wie folgt bestimmen:

Wie bei den rechtwinkligen Projektionen wird nach einer Transformation
eine Parallelprojektion entlang der z'-Achse durchgefiihrt.

Bei der Transformation werden die Einheitsvektoren ey und ey auf sich
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selbst (die Punkte in der Projektionsebene bleiben fest) und die normier-
te Projektionsrichtung p auf die z’-Achse abgebildet, d.h. auf ein Vielfaches
A von e;. Damit die Tiefeninformation bei dieser Transformation erhalten
bleibt, mul? A > 0 sein, kann sonst aber beliebig gewéhlt werden. Wahlt man
A = 1und tragt die drei Bildvektoren wieder in die Zeilen einer 3 x 3-Matrix
ein, so erhélt man die Matrix

1 0 0
0 1 0
—cosacosp —sinacosB —sinp

Zum Wechsel in das Bildschirmkoordinatensystem wird die Inverse die-
ser Matrix bendtigt. Gemall Formel 3.23 wird die inverse 3 x 3-Matrix in
eine 4 x 4-Matrix eingebettet, und es ergibt sich folgende Transformations-
Matrix:

1 0 0 0

0 1 0 0
[Xl7yl7zlawl] = [X,y,Z,W] __cosa —sna  _ 1 0

tan3 tanf3 sinf3

0 0 0 1

Die Komposition mit der anschlieBenden Parallelprojektion entlang der z’-
Achse liefert die Matrix

1 0 00
0 1 00
—me i 0 0
0 0 0 1

perspektivische Projektion (3.3.5.4, S.129)

Perspektivische Projektionen sind keine affinen Abbildungen, da sie z.B.
Lé&ngenverhaltnisse nicht invariant lassen: Vom Blickpunkt weit entfernte
Objekte werden kleiner dargestellt als Objekte mit kleinem Abstand zum
Blickpunkt (Augpunkt, Beobachtungspunkt). Diese Abbildungen sind pro-
jektive Abbildungen und lassen sich daher nur im projektiven Raum als
Matrizen beschreiben.

Beispiel:

Zweidimensionaler Fall: Perspektivische Projektion eines affinen Punktes
P = (x,y) mit Augpunkt A = (—Xp,0) und Projektionsgerade x = 0:

Es ergibt sich die folgende 3 x 3-Matrix zur Beschreibung dieser Abbil-

dung.
0 0 1 00 %
[Xlayla 1] = [Xaya 1] 0 Xo 0 = [X,y, 1] 01 0 .
0 O Xo 0 0 1
Wie schon bei den Parallelprojektionen zerlegen wir die Projektion in zwei

Abbildungen
00 10 & 000
01 = 01 0 (-]0 1 0] bzw
0 0 0 0 1 0 01

P = Tp'Pp.

o

= OX|e
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Die Matrix P, beschreibt die Projektion auf die Gerade x = 0. Die Matrix
Tp beschreibt die perspektivische Transformation.

perspektivische Transformation im zweidimensionalen Raum (3.3.5.5, S.130)
Einpunktperspektive:
Perspektivische Projektion eines affinen Punktes P = (x,y) auf einen Bild-
punkt auf der affinen Bildgeraden x = 0:

o - O
— OX|-

1
X

[X7y7 W] 0 = [X7y7 —+ W]
0 Xo

Zweipunktperspektive:
y
]

Xy, w] = %Y, Lt w
4] 77X0 Yo

O O -
o - O
R e

perspektivische Transformation im dreidimensionalen Raum (3.3.5.6, S.133)

100 %
X,Y,Z,W] 010 4 Y,z L L
T 0 01 % ”’Xo Yo Z0

0 00 1

allgemeine perspektivische Transformation (3.3.5.7, S.134)
Bei der praktischen Anwendung von Projektionen liegt der Standort des Be-
trachters beliebig im Objektraum. Eine allgemeine perspektivische Trans-
formation wird durch die Festlegung eines Augpunktes (Eye), eines Blick-
bezugspunktes (VRef) und der Angabe einer Oben-Richtung (ViewUp) fest-
gelegt.
Die Berechnung der Transformation wird in vier Schritten durchgefihrt:

1. Berechnung des Bildschirmkoordinatensystems mit Ursprung VRef

und den Basisvektoren v, vy und v;.

v, wird durch VRef und Eye definiert.

v, steht senkrecht auf den Vektoren ViewUp und v,.

Da die y—Achse des Bildschirmkoordinatensystems in die entgegen-
gesetzte Richtung des ViewUp-Vektors zeigt, bilden die drei Vektoren
v, ViewU p und Vv, ein linksh&ndiges, noch nicht notwendig orthogo-
nales, Koordinatensystem.

Der Vektor ViewUp wird daher durch den Vektor v{ senkrecht zu v;
und v, ersetzt, so dal vy,vy und v; ein rechtshandiges orthogonales
Koordinatensystem bilden.

Die Vektoren vy, vy und v, missen normiert werden!
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. Translation des Bildschirmkoordinatensystems in den Ursprung.

. Rotation des Bildschirmkoordinatensystems auf das Welt- bzw. Refe-

renzkoordinatensystem:

e R A

. Perspektivische Transformation mit Abstand |VRef — Eye|, wobei der

Augpunkt (Eye) auf der negativen z-Achse liegt.



LEHRZIELE

Lehrziele

Nach dem Durcharbeiten dieser Kurseinheit sollten Sie verstehen,

— warum die Parameterdarstellung eine herausragende Bedeutung fir den Kurven-
und Flachenverlauf hat,

— welche Eigenschaften die wichtigsten Polynombasen haben und fiir welche
Aufgaben sie vorteilhaft eingesetzt werden kdnnen,

— wie parametrische und geometrische Stetigkeit zusammenhangen,
— wie ein Spline firr eine Approximationsaufgabe zu ermitteln ist,

— wie der de Casteljau- und der de Boor-Algorithmus fiir Bézier- und B-
Spline-Kurven funktionieren,

— wie eine Tensorprodukt-Fl&che konstruiert wird,

— wie Spline-Flachen-Interpolation und Spline-Flachen-Approximation funk-
tionieren,

— wie Bézierflachen uber Dreiecken erzeugt werden,

— wie man Coons-Pflaster und Gordon-Flachen aufbaut.



Kapitel 4

Kurven und Flachen

In den folgenden Abschnitten beschreiben wir die wichtigsten mathematischen
Methoden zur Darstellung von Kurven und Flachen. Wir beschranken uns dabei
auf die Parameterdarstellung. Im Kurs werden in der Regel Kurven und Flachen
im R3 behandelt. Abbildungen und Aufgaben beziehen sich der Einfachheit halber
oft auf den R?.

4.1 Parameterdarstellungen von Kurven

Um die Theorie der parametrisierten Kurven und Flachen aus mathematischer
Sicht besser verstehen zu kénnen, rufen wir zunéchst die wichtigsten mathemati-
schen Begriffe wie parametrisierte Kurven, Funktionenrdume und Basen ins Ge-
déchtnis.

4.1.1 Mathematische Grundlagen
4.1.1.1 Parametrisierte Kurven

Eine Abbildung q: R D | = [a,b] — R3 mit a < b heilt parametrisierte Kurve.
Eine Kurve heilt n—mal stetig differenzierbar, wenn die Abbildung g mindestens
n-mal stetig differenzierbar (kurz: C" — stetig) ist, d.h. q € C".

Anschaulich wird durch die Differenzierbarkeit der Kurve ihre Glattheit ausge-
drickt.

u € [a,b] bezeichnet den Parameterbereich der Kurve. Oft beziehen wir uns auf
das Intervall [0, 1].

Eine Kurve heift regular, wenn q einmal stetig differenzierbar ist und q’(u) # 0
fur alle u € [a,b)].

Der Gradient g'(u) von g an der Stelle u ist ein \Vektor im R3, der die Tangenten-
richtung der Kurve an der Stelle u angibt.

Die Regularitat einer Kurve besagt gerade, dall zu jedem Parameterwert ein von
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Null verschiedener Tangentenvektor existiert.

Als erstes Beispiel einer parametrisierten Kurve betrachten wir eine Gerade durch
zwei Punkte Py, P, mit den Koordinaten (x1,Yy1,21) bzw. (X2,Y2,22) des R3:
Als Parameterbereich | wéhlen wir ganz R und definieren die Gerade durch

q(u) = (1 —u)Pr+uP,.

Firu=0ist q(u) = Py, fir u=1ist q(u) = Py, fur u € (0,1) liegt q(u) auf der
Strecke zwischen den Punkten Py und Ps, fir alle anderen Werte von u auBerhalb
der Verbindungsstrecke. Da q in jeder Koordinate eine lineare Funktion ist, kann
q beliebig oft differenziert werden. Weil q'(u) = P, — Py # 0 ist, falls P; # Py,
definiert g auler im Ausnahmefall P, = P eine regulére Kurve.

Als weiteres Beispiel einer parametrisierten Kurve betrachten wir eine nicht auf
ihrem ganzen Parameterbereich reguldre Kurve. Als Parameterbereich wahlen wir
das Intervall [—4,4] und definieren

q:[~4,4 — R® durch q(u) = (u?,u?0).

Die Ableitung im Punkt u = 0 ist der Vektor (0,0,0), d.h. die Kurve ist in diesem
Punkt nicht regulér.

Beispiele von parametrisierten Kurven sind in Bild 4.1 dargestellt.

Qé(u)

q'l(u) X
-2 -1 0 2 X
Trochoide \\

Abbildung 4.1: Parametrisierungen im R?

Der Kreis wurde auf zwei Arten durch g1(u) = (rcosu,rsinu), u € [0,21), und gz(u) =
(rcos2u,rsin2u), u € [0,T1), parametrisiert.

Der Tangentenvektor der Kurve g2 ist doppelt so lang wie der der Kurve qz.

Die Trochoide kann durch g(u) = (cos3ucosu,cos3usinu), u € [0,2T), parametrisiert
werden.

Die dritte dargestellte Kurve ist durch g(u) = (u®,u?), u € [—4,4], parametrisiert. Diese
Kurve ist im Punkt (0,0) nicht regulér.

In diesen Beispielen hatte man auch eine andere Parametrisierung wéahlen und
damit dieselben Raumpunkte Uber einem anderen Parameterbereich beschreiben
konnen. Das fuhrt auf den Begriff der Parametertransformation.

Zwei reguldre Kurven qy : [a,b] — R3, g2 : [c,d] — R® heiRen dquivalent, wenn
es eine bijektive differenzierbare Abbildung ¢ : [a,b] — [c,d] mit ¢'(u) > 0 gibt,
so dalk g1 = gz ¢ gilt.
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Wir sagen in diesem Fall auch, daB g, durch ¢ reparametrisiert wurde und nen-
nen ¢ einen richtungserhaltenden Parameterwechsel oder eine Reparametrisie-
rung von Qp.

Als Beispiel flr eine Reparametrisierung betrachten wir die beiden Kurven g4 und
gz mit

1
91:[0,1] = R?, uw~ (2u,u) und g2: |0, 5= R?:  uw (4u,2u)
und die Parametertransformation

6:[0,1] - [0,

2]: U u/2.

Dann gilt g1 = g2 0, d.h. g ist durch ¢ reparametrisiert.

Haufig veranschaulicht man die erste Ableitung einer Kurve in einem Punkt als
Geschwindigkeitsvektor eines die Kurve durchlaufenden Punktes. Dieser ist bei
der Kurve g genau doppelt so groR, wie bei der Kurve q;. Die Kurve g durch-
lauft denselben Wertebereich doppelt so schnell wie die Kurve q1.

Als weiteres Beispiel ist in Bild 4.1 ein Kreis mit zwei verschiedenen Parametri-
sierungen dargestellt.

Die Bogenlange s(u) einer parametrisierten reguliren Kurve q : [a,b] — R3 IaRt
sich gemé&R folgender Formel berechnen:

s:[a,b] = [0,s(b)], ur>s(u):= /au llg’ (t)]]dt. (4.1)

Dabei bezeichnet ||.|| die euklidische Norm im R3.

Entspricht flr u € [a,b] der Wert der Bogenlange s(u) der zugrundeliegenden In-
tervallange u — a, so nennt man ¢ nach der Bogenlange parametrisiert.

Das ist aquivalent zu der Bedingung ||g'(u)|| =1, u € [a,b].

Jede regulédre Kurve 1aBt sich nach der Bogenlédnge parametrisieren.

4.1.1.2 Funktionenraume

Die Menge C[a,b] bezeichne die Menge aller stetigen, reellen Funktionen auf
dem Intervall [a,b] C R. Definiert man fiir Elemente f,g € C[a,b] eine Addition
und Skalarmultiplikation durch

(af +Bg)(t) = af(t) +Pa(t) (4.2)

mit a, B € R, so ist C[a,b] ein reeller Vektorraum.

In diesem Vektorraum heien n Funktionen fq,-- -, f, € C[a,b] linear unabhéngig,
falls aus S ¢ fi = 0 auf [a,b] immer ¢y =c; =--- = ¢, = 0 folgt.

Dabei ist f =0 auf [a,b], falls f(t) =0 furallet € [a,b].
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4.2 POLYNOMBASEN ZUR INTERPOLATION

4.1.1.3 Polynomraume

Die Menge aller Polynome P"[a,b] vom Grad n bildet einen Unterraum von
C[a,b] der Dimension n+ 1. Die Monome 1,t,t2---t" bilden eine Basis, die so-
genannte Taylorbasis (Monombasis) des Polynomraums. In dieser Basis ist ein
reelles Polynom p durch

p(t) = cnt"+ Crogt" T+ +cit+Co (4.3)

mit Taylorkoeffizienten c,,--- ,co € R gegeben.
Wihlt man statt reeller Koeffizienten c; Vektoren aus dem R3, so erhdlt man Po-
lynomkurven im R3,

Fir den interaktiven Entwurf von Kurven ist diese Darstellungsart der Kurven
allerdings nicht besonders geeignet, da sich die Taylorkoeffizienten einer unmit-
telbaren geometrischen Deutung entziehen. Im folgenden werden wir nun einige
Basen des Polynomraumes P" diskutieren, die speziellen Aufgabenstellungen an-
gepalt sind.

4.2 Polynombasen zur Interpolation

4.2.1 Die Interpolationsaufgabe

Die im weiteren interessierende Interpolationsaufgabe 14t sich folgendermalien
formulieren:
Gesucht ist ein Polynom g, so daB folgende Bedingungen erftllt sind:

P=q(u), i eR P eR i=0,---,n, (4.4)
wobei die u; die Parameterwerte der zugehdrigen Punkte P; darstellen.
Die Punkte P; heiBen Stitzpunkte, die u; Stutzstellen oder Parameterwerte, der

Vektor (up,---,un) heiflt Stitzstellenvektor. Die Paare (uj,P;) legen die Knoten
des Interpolationspolynoms fest (Bild 4.2).

Fi=q(u})/q

Abbildung 4.2: Prinzip der Interpolation
Dargestellt ist eine Kurve mit Stitzstellen u;, i =0,--- ,4.
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Invarianz

Eine wichtige Eigenschaft von Polynomdarstellungen ist die Invarianz bei affi-
nen Abbildungen. Gilt fiir die Basispolynome fq,---, f, einer Polynombasis von
P"a,b], a < b, a,b € R, und fir alle u € [a,b] die Bedingung

) = 3 W =1 ()

so gilt fur eine affine Transformation ® und Stitzpunkte P, i=1,--- ,n:

® (_iPi fi(U)) = _iq)(Pi) fi(u). (4.6)

Anschaulich gesprochen erhdlt man dieselbe Interpolationskurve, unabhéngig da-
von, ob man zuerst die Stutzpunkte affin verschiebt und dann die Kurve berechnet
oder ob man zuerst die Kurve berechnet und dann die einzelnen Kurvenpunkte
affin transformiert.

4.2.2 Interpolation mit Monomen

Sind n+1 Knoten (u;, P;) mit paarweise verschiedenen Stutzstellen u;, (i=0,---,n)
gegeben, so suchen wir ein Polynom

n

qu) = Scjul, ¢ eR®, 4.7)
J; j j
mit
Pi=q(u)= Y cj(u)!, i=0,---,n. (4.8)
%

Dazu sind die Koeffizienten c; aus folgendem Gleichungssystem zu bestimmen:

1 up --- Ug Co Po
- - 1. (4.9)

1 Up -+ WP Cn Pn

Da die Stitzstellen als paarweise verschieden vorausgesetzt sind, ist die zu dem
obigen Gleichungssystem gehdrende Matrix (Vandermondsche Matrix) invertier-
bar und die Koeffizienten c; lassen sich eindeutig bestimmen. Diese Interpolati-
onsmethode hat aber folgende Nachteile:

1. Die Losung des obigen Gleichungssystems kann fiir groes n zu numeri-
schen Problemen fihren.
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2. Wird nur ein Knoten gedndert, so muf3 im allgemeinen das ganze System
neu gelost werden.

3. Kurven in Taylorbasis sind nicht affin invariant.

4. Durch Monominterpolation entstehende Kurvensegmente kénnen in der Re-
gel nur mit CO-Stetigkeit aneinandergefiigt werden.

5. Die Koeffizienten c; sind nicht unmittelbar geometrisch interpretierbar.

4.2.3 Interpolation mit Lagrange-Polynomen

Bei dieser Interpolationsform wird anstelle der Taylorbasis eine andere Basis ver-
wendet, die sogenannte Lagrangebasis (vgl. Bild 4.3).

Lz(u) \

Abbildung 4.3: Lagrange-Polynom Lg: Uber dem Stiitzstellenvektor (up,---,Ug) gilt
Lg(ui) = 6i3.

Sind n+1 Knoten (u;,P;), i=0,---,n, mitug < uy < --- < U, gegeben, so sind
die Basisfunktionen wie folgt definiert:

npy (U= Uo)(U—Uy)--- (U—Uig)(U—Uit1)--- (U—Un)
oSl sy oy ey ey vy g RS

Die Basispolynome haben folgende Eigenschaft:
n < _J 1 fur i=Kk

wobei o das Kronecker-Symbol ist.
Das Interpolationspolynom hat in dieser Basis die Form

o) = 3 PO = 3 R[] (53] 4.12)
i#

Die Summe der Lagrangeschen Basisfunktionen besitzt folgende wichtige Eigen-
schaft:

i L'u) =1, uelo,1]. (4.13)
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Daraus folgt die affine Invarianz der Lagrangeschen Interpolationskurve (vgl. Ab-
schnitt 4.2.1 ’Die Interpolationsaufgabe’ ).

Beispiel (quadratische Interpolation im R? mit Lagrange—Polynomen):
\orgegeben seien die drei Knoten (uo, Po), (U1, P1), (U2, P2) mit
U=0,u1=1u;=2 und Py=(0,0),P; =(1,0) und P,=(2,1).
Das Interpolationspolynom hat dann folgende Form:
p(u) = (0,0)LG(u) + (1,0)LF(u) + (2, 1)L5(u). (4.14)

Ein Vorteil der Lagrangeinterpolation ist, daf keine Polynomkoeffizienten berech-
net werden miussen, da diese mit den zu interpolierenden Punkten (bereinstim-
men.

Nachteile sind:

1. Der Grad der Interpolationsfunktion héngt von der Anzahl der Bestim-
mungsstiicke ab. Entsprechendes gilt fiir den Rechenaufwand zur nume-
rischen Auswertung.

2. Lokale Anderungen sind nicht moglich.

3. Bei hoheren Polynomgraden zeigt die Lagrange-Interpolation eine uner-
wiinschte Welligkeit.

4. Wie bei den Monomen kénnen Kurvensegmente nur mit C-Stetigkeit an-
einandergefiigt werden.

Wenn Sie die PDF-Version des Kurses bearbeiten, konnen Sie jetzt das Inter-
aktionselement ’lagrange’ anwéhlen.

4.2.4 Interpolation mit kubischen Hermite-Polynomen

Polynominterpolation ist nicht darauf beschrénkt, Punkte zu interpolieren, son-
dern man kann auch Ableitungen an den Stitzstellen interpolieren. Das fiihrt zu
einer weiteren niitzlichen Polynombasis, der Hermitebasis. Im kubischen Fall (Po-
lynome vom Grade drei) betrachten wir die folgenden vier Basisfunktionen, wobei
wir uns auf das Intervall [0, 1] beschrénken:

H3(u) = (1-u)?(1+2u)

HiU) = u(l-u)?

H3u) = —u?(1—-u)

H3u) = (3-2u)u? (4.15)
Die Basisfunktionen Hi3, i =0,---,3, heiBen kubische Hermite-Polynome. Sie

sind in Bild 4.4 dargestellt.
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Abbildung 4.4: Hermite-Polynome Uber dem Intervall [0, 1]

In der Hermitebasis gelten fiir die Koeffizienten cg,--- ,c3 eines Polynoms
q(u) = coHZ(u) + ciH3(U) 4 coH3(u) + caH3(u)
dritten Grades
co=0(0), c1=q(0), c2=q (1), ca=q(1). (4.16)

Daher konnen die Koeffizienten geometrisch gedeutet werden:
Sind zwei Punkte Po,P; und zwei Tangentenvektoren mg und my der Kurve in
diesen Punkten zu interpolieren, so I6st das Polynom

p(u) = PoHS(u) + moH3(u) + m1H3(u) + P1H3(u) (4.17)

die Interpolationsaufgabe. Beispiele sind in Bild 4.5 dargestellt.

m
b) 0 R

Abbildung 4.5: Die Koeffizienten eines Polynoms in Hermiteform sind Anfangs- und
Endpunkt sowie Tangente im Anfangs- und Endpunkt.

a) Variation der Lénge des Tangentenvektors im Anfangspunkt verandert die Form der
Kurve.

b) Die Richtung der Tangenten wird variiert.

Bestand die Interpolationsaufgabe darin, ein Polygon zu bestimmen, das durch ei-
ne vorgegebene Folge von Knoten verlauft, so werden wir im folgenden Polygone
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bzw. Polygonsegmente betrachten, die ein durch eine Folge von Knoten vorge-
gebenes Polygon zwar approximieren, aber nicht notwendig durch diese Knoten
verlaufen.

4.3 Die Bernsteinbasis und Bézier -Kurven

4.3.1 Bernsteinpolynome

Die Bernsteinpolynome tiber dem Intervall [s,t] lassen sich aus den binomischen
Formeln

(t—s)" = ((t—u)+(u—s))”:i< r: )(u—s)i(t—u)“i (4.18)

entwickeln. Die durch (t —s)" dividierten Summanden

BM(u) = (t—ls)“ ( T )(u—s)i(t—u)”‘i, i=0,1,---,n (4.19)

sind Polynome vom Grad n und heiRen Bernsteinpolynome vom Grad n.
Sie bilden eine Basis des Polynomraumes P" und besitzen folgende Eigenschaf-

1
3 3
0.8
0.6 3 B3
S Bl ’

0.44
0.2

0 i T - T T T =

0 0.2 04 0.6 0.8 1

u

Abbildung 4.6: Die Bernsteinpolynome vom Grad 3 bilden eine Basis des P3.
Die Darstellung eines Polynoms in Bernsteinbasis heil3t Bézier-Darstellung .
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ten:
ShoiBl(u) = 1 firuels,t] Partition der 1
IBM(u) > 0 furue]st] Positivitat
BMu) = =B (u)+ ‘t‘TLS*iB?’l(u) Rekursion
BMu) = BN (t—(u—5s)) Symmetrie

Haufig wird als Parameterintervall das Intervall [0,1] gewdhlt. In diesem Fall
schreibt man statt 3B einfach BI".

Die Bernsteinpolynome vom Grad 3 tber dem Intervall [0, 1] sind in Bild 4.6 dar-
gestellt.

4.3.2 Bézier-Kurven

Die Darstellung von g mit
n
q(u) = ZOEBP(U) -bi, bR, (4.20)
i=

heilt Bézier-Darstellung im R2. Die Punkte b, i=0,--- ,n, heiRen Bézier-Punkte
und definieren das Bézier-Polygon (auch Kontrollpolygon genannt).
Da

_itsB{‘(u) =1, U€E[s,1]

gilt, sind die Bézier-Kurven invariant unter affinen Transformationen.
Ist

n
q(u) = i;tsBP(U) bi, b eR®,

eine Bézier-Kurve, so hangt die Gestalt der Kurve mit dem Kontrollpolygon wie
folgt zusammen:

1. Fir u € [s,t] liegt die Kurve q(u) innerhalb der konvexen Hiille des Kon-
trollpolygons.

2. Esqilt
q(S) = bO; q(t) = brh
d.h. die Kurve verlauft durch Anfangs- und Endpunkt des Polygons.

3. Fur die Ableitungen in den Anfangs- und Endpunkten gilt

' n

() = o (ba—bo), ()= (0 —n-a),

d.h. die Kurve besitzt als Tangenten die Anfangs- und Endseiten des Poly-
gons.
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4. Fur die i-te Ableitung von g in den Randwerten u = s bzw. u =t gilt:

b1 n! I i
q”(s)—(t_s)i(n_i)!;(,-)(—D b

bzw.

0= o %( j ) (=0 -broy

d.h. die i-te Ableitung von g im Randwert u = s hangt nur von dem Rand-
punkt selbst und seinen i unmittelbar benachbarten Bézier-Punkten ab.
Analoges gilt im Randwert u =t.

Der Zusammenhang zwischen einer Bézier-Kurve und ihrem Kontrollpolygon ist
in Bild 4.7 dargestellt.

oy oy b
// ///////////// qlu?
/ ) q'(s)
’ o, o,
o o gt

Abbildung 4.7: Die Bézier-Kurve verlauft durch Anfangs- und Endpunkt des Kontroll-
polygons. In diesen Punkten ist die Bézier-Kurve tangential zum Kontrollpolygon. Alle
Kurvenpunkte einer Bézier-Kurve liegen in der konvexen Hulle der Kontrollpunkte. Diese
Eigenschaft heilit konvexe Hilleneigenschaft .

4.3.2.1 Der Algorithmus von de Casteljau

Der wichtigste Algorithmus zur Manipulation und Berechnung von Bézier-Kurven
ist der Algorithmus von de Casteljau. Neben der stabilen Berechnung der Funkti-
onswerte einer Bézier-Kurve (durch fortgesetzte Bildung von Konvexkombinatio-
nen) erlaubt er darber hinaus die Bestimmung von Ableitungen und die Unter-
teilung der Kurve in mehrere Segmente. Die bei fortgesetzter Unterteilung entste-
henden neuen Bézier-Polygone konvergieren gegen die Bézier-Kurve und kénnen
zur graphischen Darstellung der Kurve verwendet werden.

Ist
n
= _Z}EB?(U) -bi, bieR,

eine Bézier-Kurve, so betrachten wir das durch die Rekursion

bO(u) = b
B{(0) = G Bl - o) B
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in Bild 4.8 definierte Schema. Mit Hilfe des de Casteljau-Algorithmus 148t sich
der Funktionswert q(u) an der Stelle u berechnen. Es gilt

Abbildung 4.8: Schematische Darstellung des de Casteljau-Algorithmus im kubischen
Fall

Der obere und untere Rand des Schemas enthélt die Bézier-Punkte der Teilsegmente. Der
Graph zeigt den Fall u= .

Wenn Sie die PDF-Version des Kurses bearbeiten, kénnen Sie jetzt das Inter-
aktionselement ’bezier’ anwahlen.

4.3.2.2 Ableitung von Bézier-Kurven

Die i-te Ableitung q( (u) ergibt sich aus dem de Casteljau-Schema in der (n—i)-
ten Stufe zu

q(l)(u) = (t —]-S)i (nn_!|)| kZo < ll< ) (_1)i_k * bE_i(u)- (421)
Fir die erste Ableitung gilt daher
T(0) = gy 01~ 5 (). (422)

Im Fall einer kubischen Bézier-Kurve wird die erste Ableitung durch die Punkte
b2 und b3 des de Casteljau-Schemas bestimmt. Insbesondere stimmt die Gerade
durch diese beiden Punkte mit der Tangente an die Kurve im Punkt g(u) Gberein
(vgl. Bild 4.8).

4.3.2.3 Unterteilung von Bézier-Kurven

Mit Hilfe des de Casteljau-Algorithmus IaBt sich eine Bézier-Kurve in zwei Teil-
segmente zerlegen, die wieder in Bézier-Darstellung gegeben sind. Die neuen
Bézier-Punkte der Teilsegmente ergeben sich aus dem oberen und unteren Rand
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des Schemas (vgl. Bild 4.8).
Furs <r <t gilt also die Beziehung

ST otBMNu)-bi(r)  fars<u<r
q(u) = | . (4.23)
N otBMu)-bM'(r) furr<u<t

Hierbei bezeichnen {B'(u) bzw. !Bl'(u) die Bernstein-Polynome beziiglich der
Teilintervalle [s,r] bzw. [r,t].

Bei fortgesetzter Unterteilung konvergiert die Folge der verfeinerten Kontrollpo-
lygone gleichméRig gegen die Kurve [ ]. Bei fortgesetzter Halbierung des
Parameterintervalls ist diese Konvergenz exponentiell und liefert ein praktisches
Verfahren zur Darstellung einer Bézier-Kurve durch eine stiickweise lineare Ap-
proximation.

Die Bézier-Kurven im R3 haben die Eigenschaft, daR eine beliebige Ebene im R3

die Kurve nicht ofter als das Kontroll-Polygon schneidet (Variation Diminishing
Property ).

4.3.2.4 Graderhdhung bei Bézier-Kurven

Werden zur genaueren Approximation einer geometrischen Figur mittels einer

oy toe o,

b=k

l0s=los

Abbildung 4.9: Graderhéhung einer kubischen Bézier-Kurve
Die neuen Bézier-Punkte liegen auf den Seiten des Kontrollpolygons.

Bézier-Kurve mehr Freiheitsgrade benétigt als vorhanden sind, so kann der Grad
der Kurve erhoht werden. Bei Graderhéhung um den Grad eins wird dadurch ein
weiterer Kontrollpunkt in das Kontrollpolygon eingefiigt, ohne dal3 sich die geo-
metrische Form der Kurve andert.

Ist eine Bézier-Kurve g vom Grad n mit den Bézier-Punkten by, --- ,b, gegeben,
so ist g als Bézier-Kurve vom Grad n+ 1 darstellbar mit den Bézier-Punkten

% = Do (4.24)
N I

bj = i biat@-o )b i=1een o (429)
e = b (4.26)

Die Graderh6hung einer Bézier-Kurve ist in Bild 4.9 dargestellt.
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Wegen ihrer geometrischen Bedeutung wird die Graderhéhung auch als “Corner
Cutting ” bezeichnet.

4.3.2.5 Vor-und Nachteile von Bézier-Kurven

Zusammenfassend besitzen die Bézier-Kurven folgende Vor- und Nachteile:

+ Das Bézier-Polygon vermittelt eine schnelle Ubersicht Giber den moglichen
Kurvenverlauf.

+ Anderungen der Kontrollpunkte erlauben kontrollierte Anderungen des Kur-
venverlaufs.

- Der Grad der Kurve ist an die Anzahl der Ecken des Bézier—Polygons ge-
koppelt, was zu hohen Polynomgraden fiihrt.

- Die Anderung eines Bézier-Punktes wirkt sich auf die gesamte Kurve aus
und damit auch auf Bereiche, die eventuell nicht mehr geéndert werden
sollen.

4.4 Splines und ihre Stetigkeiten

Bei der Verwendung von Polynomen zur Darstellung von Kurven héngt der Poly-
nomgrad direkt mit der Anzahl der Kontrollpunkte zusammen. Einen Ausweg aus
dieser Situation bieten Splines.

Ein Spline ist eine stetige Abbildung g von einer Menge von Intervallen in den
R3. Die Intervalle [t;,ti;1], i =0,--- ,n— 1, werden durch einen Stiitzstellenvektor

T=(to,ts--+,ty) mit to<t; <o <ty

definiert. Jedes Intervall [t;,ti+1] wird dabei auf ein Polynomsegment, das Spline—
Segment, abgebildet. An den Stltzstellent;, i=0,--- ,n, stoRen die Spline-Segmente
nach Definition zusammen. Dort missen die Splinesegmente aber, z.B. aufgrund
unterschiedlicher Parametrisierungen, nicht unbedingt dieselben Tangentenvekto-
ren besitzen. Sie kénnen sich sowohl in Betrag als auch Richtung unterscheiden.
Ist nur die Richtung der Tangentenvektoren gleich, ihre Lange jedoch verschieden,
so besitzen die Splinesegmente an der Stltzstelle dieselbe Tangente, allerdings ist
die Kurve dort nicht differenzierbar. Analoges gilt fir hohere Ableitungen. Daher
unterscheidet man die Begriffe der parametrischen und der geometrischen Stetig-
keit:

4.4.1 Parametrische und geometrische Stetigkeit

1. Parametrisch stetiger AnschluB ( C"-stetiger Ubergang):
Seien g : [ag,b1] — R3, g2 : [az, bo] — R zwei n-mal stetig differenzierbare
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reguldre Kurven. g1 und g schlieBen an der Stelle by, a, C"-stetig genau
dann aneinander, wenn

(b)) =q¥(ap) firallek=0,---,n. (4.27)

2. Geometrisch stetiger Anschlu ( G"-stetiger Ubergang, G"-Stetigkeit):
Seien q1 : [a1,b1] — R3, g : [az,b2] — R® zwei n-mal stetig differenzier-
bare reguldre Kurven. gq; und g, schliefen an der Stelle b1,a, G"-stetig
aneinander, falls es eine zu g, dquivalente Kurve ry : [ag,bo] — R gibt, so
daB ry und g an der Stelle bg,a, C"—stetig aneinanderschlielen.

Die G"-Stetigkeit ist unabhangig von der Parametrisierung. Ferner sieht man aus
dieser Definition, daB flr reguldre Kurven aus C"-Stetigkeit stets G"-Stetigkeit
folgt. Fir nicht reguldre Kurven braucht dies nicht der Fall zu sein. Betrachtet
man die durch q(u) = (u3,u?), u € [—4,4], definierte Kurve aus Bild 4.1 als zwei
im Punkt 0 aneinanderschlieende Kurven, so sind diese dort C"-stetig, aber nicht
G"-stetig.

Geometrisch konnen wir die G"-Stetigkeit nun so deuten:

GO-Stetigkeit entspricht der CO-Stetigkeit.

G!-Stetigkeit am Ubergang von g, und g ist aquivalent dazu, daR der Ubergang
stetig ist und beide Tangentenvektoren am Ubergang gleiche Richtung besitzen
(vgl. Bild 4.10).

o) Qi ) aQiuw
q az(u q az(w
9 R

Abbildung 4.10: a) Bei einem C-stetigen Ubergang stimmt sowohl die Richtung als auch
die Lange der Tangentenvektoren von zwei Splinesegmenten tberein.
b) Bei geometrischer Stetigkeit geniigt das Ubereinstimmen der Tangentenrichtungen.

Die G2-Stetigkeit ist aquivalent dazu, daB g1 und g stetig sind, die Tangenten am
Ubergang dieselbe Richtung besitzen und ihre Kriimmung dort iibereinstimmt.

4.5 Bezier-Splines

Definiert man die Segmente eines Splines durch Bézier-Polynome, so spricht man
von Bézier-Splines. Dabei kdnnen auch verschiedene Stetigkeitsanforderungen an
die Knotenpunkte gestellt werden, die wir im folgenden diskutieren wollen (vgl.
Bild 4.11).



184

4.6 B-SPLINES

Ist g : R — R ein Spline vom Grad n iiber T = (to,--+,t) und

n
gi(u) := ZO ¢BY() - bi j, u € [t tial,
J:

die Bézier-Darstellung des i-ten Splinesegments mit A; := tj1 —t;, dann gilt (ohne
Beweis):
qeC® & bin=biyo i=0,---,1-1 (4.28)
geC! & qecC® und
Din - (Qir1+A4i) =4 -bip11+Dip1-bin-1,

i—0,---,1—1 (4.29)
qgeC? & qeC! und
JAY JAY
Din—1+ IA—+,1 - (bin—1—Dbin—2) =biy11+ F—il-l(bi+1’l —bit1,2),
i—0,-.-,1—1. (4.30)

Din-1 A : Ay bigg

i+1 t i+2

Abbildung 4.11: Bedingungen fiir C'- und C?-stetige Anschliisse zwischen Bézier- Seg-
menten

4.6 B-Splines

Definiert man die Segmente eines Splines durch Verallgemeinerungen der Bern-
stein-Polynome, so spricht man von B-Splines bzw. B-Spline-Kurven. Ahnlich
wie im Bézier-Fall haben die Koeffizienten einer B-Spline-Darstellung eine geo-
metrische Bedeutung. Dadurch wird es maglich, diese Koeffizienten wieder als
Kontrollpunkte fur interaktiven Kurven- und Flachenentwurf zu verwenden. Ein
weiterer Vorteil von B-Splines ist ihre Lokalitat: Anderungen eines Kontrollpunk-
tes wirken nicht mehr auf die gesamte Kurve, sondern nur noch lokal in der Nahe
des geénderten Kontrollpolygons.

Anfangs wurden B-Splines vor allem im Kontext der Approximationstheorie un-
tersucht [dB72], [dB78], [ I
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Gordon und Riesenfeld [ 1. [ ] fuhrten B-Splines anschlieRend in den
Bereich des Computer Aided Geometric Design ein. Seit dieser Zeit wurden - etwa
durch die Algorithmen zum Einfligen neuer Knoten bei B-Spline-Kurven [ 1,
[ ] - erhebliche Fortschritte und zahlreiche Verallgemeinerungen erreicht.
Eine umfassende Darstellung zur Theorie der B-Splines findet man z.B. in den
ersten Kapiteln von [ ] oderin [ ]. Dort findet man auch die Beweise zu
den im folgenden beschriebenen Eigenschaften.

4.6.1 Die B-Spline-Basisfunktionen
Definition und elementare Eigenschaften

Gegeben seien n < m € N sowie eine schwach monotone Folge

T — (to — e — tn’tn_l_l,...,tm,tm_l’_l — ... :tm+n+1)

von Knoten mit tj < tjyny1,0 <i<m.

Die normalisierten B-Splines N{' vom Grad n tiber T sind rekursiv definiert durch

1 fallstj <u <t
NO(u) == { o sont (4.31)
und
— 1t ti _
NF(U) = N ) + N () (4.32)
t|+r tl t|+1+r t|+1
firi<r<n.

Fur tiyr =t bzw. tj; 41 = tiyq1 ist in Gleichung 4.32 der entsprechende Sum-
mand gleich 0 zu setzen. Das folgt aus der Tatsache, da® dann N/ ~*(u) = 0 bzw.

N{;{(u) = 0 verschwindet.

Da der Abstand t; —t;_1,i =0,...,m+n+ 1, aufeinanderfolgender Knoten nicht
konstant ist, werden die normalisierten B-Splines als nicht uniforme normalisierte
B-Splines bezeichnet.

Die normalisierten B-Splines N{(u) besitzen folgende Eigenschaften:

1. N{(u) besteht stiickweise aus Polynomen vom Grad n tiber T.

2. Die Funktionen N;" besitzen einen lokalen Tréger.
In Formeln heil3t dies

Nin(u) = 0 fur u ¢ [ti,ti+n+1].
3. Esgilt N'(u) > 0 fiir alle u € [to, tmyn+1].

4. Wie die Bernsteinpolynome summieren sich die B-Splines fur jeden Para-
meterwert u € [to, tmin+1] auf zu Eins:

> Ni(u) =1.
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5. Isttj, j € {0,---,m+n+1}, ein einfacher Knoten, d.h. tj_1 # tj # tj;1, SO
ist N/'(t;) mindestens C"~ stetig.

Normalisierte B-Splines sind in Bild 4.12 dargestellt.

tFt=t70 t71 t=2 t=3 trt7ts4 1

4

Abbildung 4.12: Normalisierte B-Splines

In a) sind die B-Splines sz, j = 0,---,5 {ber dem Knotenvektor T =
(0,0,0,1,2,3,4,4,4) dargestellt.

In b) ist der Ubergang zwischen Nf|[0’l) und Nf|[l72) dargestellt. Da tz = 1 ein einfacher
Knoten ist, ist dieser Ubergang C1-stetig.

Alle aufgefiihrten Eigenschaften ergeben sich mittels Induktion unmittelbar aus
der Definition.

Beziiglich der Stetigkeit an den Ubergéngen gilt folgendes:

Bei einem Mehrfachknoten s =tj 1 = ... = tj;, der Multiplizitat y sind die nor-
malisierten B-Splines N' vom Grad n mindestens C"~H-stetig. Diese Eigenschaft
ist in Bild 4.12 b) fur n = 2 und y = 1 dargestellt.

4.6.2 B-Spline-Kurven

Gegeben seien n < m € N sowie eine schwach monotone Folge

T — (to — ... :tn,tn+l,...,tm,tm+l — e = tm+n_|_]_)

von Knoten mit tj < tiyny1 und Punkte do, ...,dn € R3,
Dann heift eine Kurve

q(u) = _iN{‘(u) -di, di € R3, (4.33)

eine B-Spline-Kurve (oder einfach ein B-Spline) vom Grade n tber T.

Der Grad kann dabei vom Benutzer gewéhlt werden. Haufig beschrankt man sich
jedoch auf kubische B-Splines.

Die Punkte do, ...,dm heiBen Kontroll- oder de Boor-Punkte von g. Sie bilden das
Kontroll- oder de Boor-Polygon.
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4.6.2.1 Lokale Wirkung der de Boor-Punkte

Fur die B-Splines gilt N"(u) = 0, falls u ¢ [tj,titny1]. Daher beeinflult der
i-te de Boor-Punkt d; die Kurve nur uber dem Parameterbereich [ti,ti;ny1]. Die
Form der Kurve wird tber dem Intervall [tj,ti4n+1] nur von den de Boor-Punkten
di—n,---,diyn beeinflult. Man kann die N' daher als Schalter betrachten: Beim
Segmentiibergang schalten sie einen de Boor-Punkt ab und einen neuen ein (vgl.
Bild 4.13).

Abbildung 4.13: Lokale Wirkung der Kontrollpunkte:
n=2,T=(0,0,0,1,2,3,4,5,5,5)

Durch Verschieben von ds nach dg werden lediglich die Kurvensegmente mit Parameter-
werten 1 =t3 <t < tg = 4 beeinflufit.

4.6.2.2 Der Algorithmus von de Boor

Die Verallgemeinerung des de Casteljau-Algorithmus von Bézier-Kurven auf B-
Splines ist der de Boor-Algorithmus.

Gegeben sei ein B-Spline
m
q(u) = i;Nin(u) -di

vom Grad n Uber T.
Furt; <u < t41 betrachten wir das durch die Rekursion

d°(u) :=di, i=l-n,..,l, (4.34)
und
dr . U—tir r—1
(W) = - ) (4.3
u—ti+r r—1 .
+ ————di G (u),i=l—n,. -1
Gipnt1 —tigr 1 (W)

fir 0 <r < n definierte Dreiecksschema (vgl. Bild 4.14).

Dann gilt q(u) = d,(u).
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diy  dima Oimz Oime . d)
\ / \ / \ / /
dln |n+1 |n+2 dlll
\ / \ / /
‘In 'In+1 ' |2—2
dy,

Abbildung 4.14: Der de Boor-Algorithmus

Im Spezialfall T = (s, ...,s,t,...,t) geht der de Boor-Algorithmus in den Algorith-
N N~
n+1 n+1
mus von de Casteljau Uber. Insbesondere stimmt dann die B-Spline-Darstellung
einer B-Spline-Kurve q Uber T mit der Bézier-Darstellung von q tber [s, t] tiberein.
Eine geometrische Deutung des de Boor-Algorithmus ist in Bild 4.15 dargestellt.

0 1 2 4 9

Abbildung 4.15: Geometrische Deutung des de Boor-Algorithmus

Dargestellt ist ein kubischer B-Spline tiber dem Knotenvektor

T =(0,0,0,0,1,2,4,5,6,6,6,6)

und die Auswertung fiir den Parameterwert u= 3.

Man beachte die Ahnlichkeit des Algorithmus von de Boor mit dem Algorithmus von de
Casteljau. Der erste Schritt im de Boor-Algorithmus entspricht dem Einfligen eines neuen
Knotens an der Stelle u= 3.
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4.6.2.3 Der Zusammenhang zwischen Kontrollpolygon und B-Spline

Ist

o) = 3 N7 (04

eine B-Spline-Kurve vom Grad n iiber T in R?, dann hangt die Gestalt des Splines
g mit dem Kontrollpolygon wie folgt zusammen:

1. Furt <u<tj4q liegt q(u) in der konvexen Hille der n+ 1 Kontrollpunkte
d|_n,...,d|.

2. Fallen n Kontrollpunkte dj_n41 = ... =d; =: d zusammen, so gilt

q(t|+l) = da
d.h. die Kurve verléuft durch diesen n-fachen Kontrollpunkt.

3. Liegen n+ 1 Kontrollpunkte d)_p,...,d; auf einer Geraden L, so gilt
quyeL fir t <u<tys,
d.h. die Kurve hat mit der Geraden L ein Stiick gemeinsam.
4. Fallen n Knoten
t|+]_ - ...t|+n =t
zusammen, soO ist
q(t) =di

ein Kontrollpunkt, und die Kurve ist dort tangential an das Kontrollpoly-
gon. Inshesondere verlduft die Kurve bei (n+ 1)-fachen Anfangs- und End-
knoten durch die Endpunkte des Polygons und ist dort tangential an das
Kontrollpolygon.

Die hier aufgelisteten Eigenschaften sind in den Bildern 4.16-4.19 dargestellt.

\“\%
o
<y \ v
TS

“ugiiggtu 7
‘-“‘\‘:‘“\‘:“-‘:‘:-E
\ IR T RS
A R R

Abbildung 4.16: Die konvexe Hiilleneigenschaft
Dargestellt wird die konvexe Hulle der Kurvensegmente fiir n = 2.
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: 'ds

0'2_4
4, 0 ! 2 3 4

1

Abbildung 4.17: Die B-Splinekurve interpoliert einen n-fachen Kontrollpunk.
n=3,T =(0,0,0,0,1,2,3,4,4,4.4).

Cy

Abbildung 4.18: B-Splinekurve mitn=3, T = (0,0,0,0,1,2,3,3,3,3) mit d1,dy,d3,ds
kollinear
Die Kurve hat ein Geradenstiick mit dem Polygon gemeinsam.

0 I 2 3 4 5 dy

Abbildung 4.19: B-Splinekurve mitn=3, T =(0,0,0,0,1,2,3,4,5,5,5,5)
Die einzelnen Polynomsegmente sind durch verschiedene Linientypen dargestellt.
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4.6.2.4 Einflgen von Knoten

\on grolRer praktischer Bedeutung fur das interaktive Arbeiten mit B-Spline-Kur-
ven und -Fl&chen sind Algorithmen zum Einfiigen neuer Knoten in einen gegebe-
nen Knotenvektor [ 1 [ ].

Einmal kann mit der Anzahl der Knoten auch die Anzahl der Kontrollpunkte er-
hoht werden. Der B-Spline 1403t sich flexibler gestalten. AuRRerdem konvergieren
die verfeinerten Kontrollnetze bei wiederholter Verfeinerung des Knotenvektors
gleichmé&Rig gegen die Kurve und erlauben damit die rasche graphische Darstel-
lung von B-Splines mittels einer stiickweise linearen Approximation. Schlieflich
gestattet das Einfligen von Knoten bis zur Multiplizitat n die Konvertierung der
B-Spline-Darstellung in die Darstellung als stiickweise Bézier-Kurve. Da die Ver-
wendung stiickweiser Bézier-Kurven vor allem in der Automobilindustrie stark
verbreitet ist, ist auch diese Anwendung von erheblicher praktischer Bedeutung.

Gegeben sei eine B-Spline-Kurve
m
q(u) = iZDN{‘(U) - di

vom Grad n uber dem Knotenvektor T = (to,...,tn+nt+1). Nach Einflugen eines
zusatzlichen Knotens t, etwa

t<t<ts, (4.36)
besitzt q eine Darstellung
m+1
() = 3 N(W-df (437)
1=

als B-Spline vom Grad n tber dem verfeinerten Knotenvektor

T* == (to,...,t|,t,t|+l,...,tn+m+l). (438)

Die neuen Kontrollpunkte d;* werden wie folgt berechnet:

df=(1-—aj)-di—1+a;-d (4.39)
mit
1 firi<l—n
aj = t.t’it, firl—n+1<i<l. (4.40)
1+n |
0 furl+1<i

Ein Vergleich dieses Algorithmus von Boehm mit dem de Boor-Algorithmus zeigt
dl* = dil—l(t)7

d.h. das Einfligen eines Knotens t bis zur Multiplizitat n liefert den de Boor-
Algorithmus (vgl. Bild 4.15).
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Ausgabe der B-Splines

Bei fortgesetzter Unterteilung konvergiert die Folge der verfeinerten Kontroll-
polygone gleichmalig gegen die Kurve [ 1, [ ]. Hieraus ergibt sich ein
praktisches Verfahren zur Darstellung einer B-Spline-Kurve durch eine stuckwei-
se lineare Approximation, ahnlich wie bei Bézier-Kurven.

Wenn Sie die PDF-Version des Kurses bearbeiten, kénnen Sie jetzt das Inter-
aktionselement ’bspline” anwahlen.

Wenn Sie die PDF-Version des Kurses bearbeiten, kénnen Sie jetzt das Inter-
aktionselement ’curves’ anwahlen.
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4.7 Parametrisierte Flachen

Wie in Abschnitt 4.1 *Parameterdarstellungen von Kurven’ uber parametrisierte
Kurven rufen wir zunéchst die wichtigsten mathematischen Begriffe wie para-
metrisierte Flache, Tangentialebene und Normalenvektor ins Gedédchtnis. Danach
werden unterschiedliche Flachendarstellungen diskutiert.

4.7.1 Mathematische Grundlagen

4.7.1.1 Definition einer parametrisierten Flachen

Abbildung 4.20: Wendelfléche

Sei 0 # D C R? gegeben. Eine Abbildung g : D — R3 heilt parametrisierte Fl&-
che.

Oft verwenden wir D = [0,1] x [0,1] oder D = A(p1, p2, p3) mit p; = (0,0),
p2 = (1,0) und p3 = (0,1).

Wenn Sie die PDF-Version des Kurses bearbeiten, kénnen Sie jetzt das Inter-
aktionselement "parampatch’ anwéhlen.

Eine Flache heilst n-mal stetig differenzierbar, wenn die Abbildung g mindestens
n-mal stetig differenzierbar ist, d.h. wenn g n-mal stetige partielle Ableitungen
besitzt.

Anschaulich wird durch die Differenzierbarkeit der Flache ihre Glattheit ausge-
driickt.
Eine Flache heilt regular, wenn q einmal stetig differenzierbar ist und

fur alle (u,v) € D

au(v) = 2D g () = 2N

ou


file:applets/applets/parampatch/German.html
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linear unabhéngig sind.

Die Vektoren qy(u,v) und qgy(u,v) heifen u-Tangente bzw. v-Tangente von der
Stelle (u,v).

Ist : D — R® eine reguldre parametrisierte Flache, so heiRt die von den Vek-
toren qy(uo, Vo) und gy(uop, Vo) aufgespannte Ebene Tangentialebene To(uowo) 1M
Flachenpunkt q(uo, Vo).

Der Vektor
qu(u, V) X qV(U,V)

n(u,v) = ||QU(U’V) X qv(U,V)H

heilt Normalenvektor im Punkt q(u, V). Er steht senkrecht auf der Tangentialebe-
ne und ist unabhéngig von der speziellen Wahl der Parametrisierung.

Ein Beispiel einer reguléren parametrisierten Fl&che ist die Wendelflache
q:R? - R3,q(u,v) = (vcosu,vsinu,cu) mitc € R

Sie ist tiber dem Definitionsbereich [0, 617 x [0.25,1] in Abb. 4.20 dargestellt.

4.7.2 Tensorprodukt-Flachen

Sind {F", i=0,---,m} und {G], j=0,---,n} Basen von zwei Funktionenrau-
men R1,R2 mit reellwertigen univariaten Funktionen (Funktionen in einer Varia-
blen) tber den Intervallen [a,b] bzw. [c,d], so bilden die bivariaten reellwertigen
Funktionen (Funktionen in zwei Variablen)

FimGrj](u7V) :Fim(u)'GT(V)a i:Oa"'ama j:Oa"'ana (441)
(u,v) € [a,b] x [c,d]

eine Basis des Tensorproduktraumes R; ® Ro. Dieser Raum hat die Dimension
(m+1)-(n+1).

Als Beispiel betrachten wir die beiden Polynomraume P™ P" {iber dem Intervall
[0,1] und als Basis dieser Raume die Bernsteinpolynome B[, i =0,---,m, B, j=
0’ --- N,

Dann bilden die bivariaten Polynome

BI'B}(u,v) =B"(u)-Bj(v), i=0,---,m, j=0,---,n, (4.42)
(u,v) €[0,1] x [0,1]
eine Basis des Tensorproduktraumes P" @ P".
Ist eine Basis F"G], i=0,---,m, j=0,---,n, eines Tensorproduktraumes Ry ®

R, von Funktionen dber [a,b] x [c,d] — R und Koeffizienten cjj € R3, i =
0,---,m, j=0,---.n, gegeben, so heil’t die bezlglich der Tensorprodukt-Basis
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dargestellte Funktion

q(u,v) ZJZ)C.J F"G](u,v) :Iijiculim "(v), (4.43)

(u,v) € [a,b] x [c,d]

Tensorprodukt-Flache.
In Matrizenschreibweise ergibt sich
Coo -+ Con Gg(v)
Ay = FW-Fw | - N

Cmo e Cmn GR (V)

Die Tensorprodukt-Flachen lassen sich leicht Uber Kurvendarstellungen gewin-
nen. Ist eine Polynom-Kurve oder ein Spline g im R2 durch

m

q(u) = Z}aiFim(u), u€lab], a € R3,

mit den F;, i =0,---, m, als Basisfunktionen gegeben, so kann man sich das Ent-
stehen einer Flache aus dieser Kurve folgendermalien vorstellen: Die Kurve g
wird durch den Raum bewegt, wobei auch Anderungen des Kurvenverlaufs von g
zugelassen sind (vgl. Bild 4.21).

Die Anderung der Kurve beschreiben wir durch die Veranderung der Koeffizienten
aj = a;j(v) und stellen diese beziglich einer Basis G'J-‘, j=0,---.ndar:

n
ai(v) = %CijG?(V), v e [c,d].
J:
Diese sich entlang einer Kurve verandernden Koeffizienten werden nun in obige
Formel eingesetzt. Die dabei entstehende Flache

q(u,v) ZZC.JG” M), a<u<h, c<v<d, (4.45)

ist eine Tensorprodukt-Flache in obigem Sinne.

Als Beispiel seien vier beliebige, aber verschiedene Punkte Poo, Po1, P1o, P11 im R3
gegeben, die nicht notwendig in einer Ebene liegen (vgl. Bild 4.21), z.B.

0 1 0 1
Po= | 0], Pu=| 0 ), Po={ 1], Pu=[1].
0 0 0 1
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P10
uop
P11
ao(vo) ai(vo) V Vo
/o A0UQLYO)
Po1 >
Poo u u

/

Abbildung 4.21: Konstruktion einer einfachen Tensorprodukt-Flache

Zundchst interpolieren wir zwischen den Punkten Pqgg, P1g und den Punkten Pogy, P11
durch zwei tiber dem Intervall [0,1] parametrisierte, im allgemeinen windschiefe
Geraden

ao(v) = (1—Vv)Pgo+ VP10 und az(v) = (1—v)Pp; + VP1;.
Zu jedem Parameterwert vo gehdren genau zwei Punkte ao(Vo),a1(Vo) auf je einer
der Geraden ag und a;. Zwischen diesen beiden Punkten interpolieren wir wieder
durch eine tber dem Intervall [0, 1] definierte Gerade und erhalten die folgende

Tensorproduktflache:

q(u,v) = (1—u)ag(v)+uai(v)

= (1—u)(1—v)Po+ (1—u)vPip+ u(l—v)Po + uvPyy

Poo, P10,
Poo, P10,
Foo; P1o; 1-v
= (1-u u) ( v )
Po1, P11,
Po1, ( P11,
\ Po1, P11,
0 0
0 1
0 0

= (1-u u) X (1;\/)

\ \o 1

= (u v u).

o
e

Die so erhaltene Flache q(u,v) = (u,v,uv) ist ein hyperbolisches Paraboloid.
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Wenn Sie die PDF-Version des Kurses bearbeiten, kénnen Sie jetzt das Inter-
aktionselement ’tensorproduct” anwahlen.

Tensorprodukt-Flachen kdnnen tber verschiedenen Basis-Funktionen erzeugt wer-
den. Je nach Wahl der Basis kénnen die Koeffizienten wie im Fall von Kurven
geometrisch interpretiert werden.

Sind die Basisfunktionen F™,GY,i=0,---,m, j =0,---,n, Monome, so lautet
die Tensorprodukt-Flachendarstellung

m n .
q(u,v) :_ij)ciju'v‘, a<u<b,c<v<d. (4.46)

4.7.3 Spline-Flachen-Interpolation

Fir die Spline-Flachen-Interpolation verwenden wir dieselben Methoden wie flr
die Interpolation von Kurven. Die so erzeugten Flachen haben die gleichen Vor-
und Nachteile wie die Kurven und kénnen daher aus den dort aufgelisteten Eigen-
schaften abgeleitet werden.

Die im weiteren interessierende Interpolationsaufgabe 1aft sich folgendermalien
formulieren:
Gesucht ist eine Funktion g, so daB folgende Bedingungen erflillt sind:

Pik:q(ui,vk), PikERS, Ui,VkE]R, i:O,---,n, k:O,---,m, (4.47)

wobei die (uj,v) die Parameterwerte der zu interpolierenden Punkte Py sind.

4.7.3.1 Monom- und Lagrange-Interpolation

Ist eine Tensorproduktflache wie in Formel 4.43 durch

m n

Z}%C.JG” ), a<u<b,c<v<d, (4.48)
=

a (v)

und eine (m+1) x (n4 1) groRe Matrix von Stiitzpunkten Py € R® und Stiitzstel-
len (ug,v1), k=0,---,m, 1=0,---,n, gegeben und soll die Tensorproduktflache
diese Datenpunkte interpolieren, so muf

q(uk, V1) %ZC” (uk) Gn (v)=Pqg, k=0,---,m 1=0,---,n, (4.49)

fur alle (m+ 1) x (n+ 1) Parameterpaare (u;,vk), k=0,---,m, | =0,--- ,n, und
Datenpunkte Py erfullt sein.


file:applets/applets/tensorproduct/German.html
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In Matrizenschreibweise lauten diese Gleichungen

Coo --- Con GB(V|)

Il
e
©3
—~~

c
=
N—
31
~~~
c
=
SN—
o

|
=~

q(uk, Vi)

Wir erhalten (m+ 1) - (n+ 1) Gleichungen, die wir zusammen in Matrizenform
schreiben koénnen:

P =FCG, (4.50)
wobei
Poo Pon
P—= : : , (4.51)
I:)mO - I:)mn
Fg'(uo) -+ Fy'(uo)
F= : : , (4.52)
Fo'(um) -+ Fy'(um)
COO . Con
C= : : , (4.53)
Cmo *** Cmn
Govo) -+ Gp(vn)
G= : : . (4.54)
Gn(vo) -+ Gp(vn)

Sind die Parameterwerte ug, - - - , Uy und vo,- - - , v, paarweise verschieden und ver-
wendet man die Monom-Basis, so sind die Matrizen F und G Vandermond’sche
Matrizen und daher invertierbar. Die Koeffizientenmatrix C ist dann gegeben durch

C=F PG L (4.55)

Wird die Lagrange-Basis verwendet, d.h. die Funktionen K™, i=0,---,m, G'j‘, j=
0,---,n, sind die Lagrange’schen Basisfunktionen zu den Parameterwerten ug,--- , Un
bzw. vg,--- , vy, 0 gilt

1 firi=k
R (k) = B = { 0 sonst
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und
noy _x. ) 1 furj=I
Gjln) =85 = { 0 sonst

Daher sind F und G in diesem Fall Einheitsmatrizen und es gilt C = P. Wie im
Fall von Kurven sind die Koeffizienten direkt durch die zu interpolierenden Punkte

gegeben, d.h.
m n
V) = Pi;LM(u)L™(v)
I;J; =i j

4.7.3.2 Bikubische Hermite-Interpolation
Ein bikubisches Hermite-Pflaster ist gegeben durch

ZZ)H )hijH3(v), 0<uv <1, (4.56)

wobei die Hi3, i=0,---,3 die Hermite-Basisfunktionen sind. Verwendet man die
Interpolationseigenschaften der Hermite-Basisfunktionen aus den Formeln 4.15
und bildet die einfachen und gemischten Ableitungen in den Eckpunkten, so folgt

q9(0,0) av(0,0) av(0,1) q(0,1)
qu(0,0) qUV(an) V( ’1) qU(O, 1)
hii] = . 4.57
M= (1,0 aw(0) aw(hD) au(Lil) (457
Dabei sind gy = &, g, = % und qu = 22.
Die gemischten Ableltungen quv an den Ecken der Pflaster heillen Twistvektoren.
Ein Beispiel ist in Bild 4.22 dargestellt.

Abbildung 4.22: Bestimmung eines Pflasters durch Punkte und Tangentenvektoren bei der
Hermite-Interpolation
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4.7.4 Spline-Flachen-Approximation
4.7.4.1 Bézier-Spline-Flachen

Verwendet man die Bernstein-Bézier-Basis zur Darstellung von Pflastern, so ha-
ben die Koeffizienten geometrische Bedeutung.

Sind o <runds<t €T, so definieren wir ein Tensorprodukt-Bézier-Pflaster vom
Grad (m,n) durch

m n
q(u,v) = szobingP"(u)tsB?(v), bij €R®, i=0---m, j=0---n. (4.58)
i=0 J=

Dabei ist u € [o,r] und v € [s,t].
Die Koeffizienten bjj heillen Bézier-Punkte und bilden das Bézier-Netz.
Ein Beispiel ist in Bild 4.23 dargestellt.

Die Parameterlinien mit konstantem v liefern Bézier-Kurven
q':[o,r] = R, ur—s i{)BP‘(u) -bi(v) (4.59)
i=
vom Grad m mit den Bézier-Punkten
bi(v) = n%;B?(v) - bij. (4.60)
=
Analoges gilt flir konstantes u.

Ein wie in Gleichung 4.58 definiertes Bézier-Pflaster besitzt folgende Eigenschaf-
ten:

1. Wegen
; 258?”(“)28?@) = iiéBP‘(u) Jigs?w) =1

oBI"(U)-sBJ(v) > 0, (u,v) € [o,r] x[s,t],

liegt fir (u,v) € [o0,r] x [s,t] die Flache q(u,v) in der konvexen Hulle des
Bézier-Netzes.

und

2. Die Bézier-Punkte der Randkurven sind die Randpunkte des Bézier-Netzes.

In Formeln gilt
aus) = 3 oBT ()b (4.61)
o) = 3 8P b @62)
doy) = 3B b, @63)
e

any) = 3 B by, (4.64)
2, Bi0) b
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724

7 7
Z R

N 2227

e

Abbildung 4.23: Bézier-Pflaster mit Bézier-Punkten und Parameterlinien firm=n=5

3. Das Pflaster verldauft durch die Eckpunkte, d.h.

Q(O,S) = bOOa Q(O,t) = bOﬂa Q(l’,S) = mea q(r,t) = bmn-
4,

Die Ableitungen in den Randpunkten lassen sich wie bei den Kurven aus
den Bézier-Punkten berechnen. Es gilt:

m n

a0 AUVl = =5 5 $Bj(Y): (br; —boy) (4.65)
J:
Die gemischte Ableitung, d.h. der Twistvektor Ty, z.B. im Eckpunkt mit
den Parameterwerten o, s, berechnet sich aus
AP =M (boo — boy+bay — bro). (4.66)
0s = Ouavq »V)|u=o,v=s = r—o)(t—s) 00 — Po1 + P11 —D10). (4

Um den Twist geometrisch zu interpretieren, formen wir die obige Glei-
chung um:

mn
Tos =

(r—o)(t—s)

e

(b1 — (boo + (b10 — boo) + (bor — boo))

(4.67)
P11
Der Punkt P11 ist der vierte Punkt des von bgg, bg1,b10 definierten Paralle-

logramms. Der Twistvektor Ty ist proportional zur Differenz zwischen den
Punkten b1 und P11 (vgl. Bild 4.24).

Der Twistvektor in diesem Eckpunkt kann auch als Anderung der u-Tangente in
Richtung v interpretiert werden und umgekehrt als Anderung der v-Tangente in
Richtung u.
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b11

~Tos

boo
bo1
Abbildung 4.24: Twist: Die Koeffizienten des Twistvektors sind proportional zu der Ab-

weichung des Punktes bi1 von dem vierten Punkt Py1 des durch bgg, bz, b1 definierten
Parallelogrammes.

Algorithmen zur Manipulation und Auswertung von Bézier-Kurven (bertragen
sich direkt auf die Tensorprodukt-Bézier-Pflaster.

Wenn Sie die PDF-Version des Kurses bearbeiten, kdnnen Sie jetzt das Inter-
aktionselement “bezpatch” anwahlen.

4.7.4.2 Zusammengesetzte Bézier-Pflaster

Um zwei Pflaster

%%bH”Bm 2B0(v),

i=0,---m, j=0,---n, (u,v) € [01,r1] x [s1,t1],

und
m n

G2(U,Vv) = iZDJZOC”rZ 2Bl (U)EB](v),

i:O,"'ma J = 0,"'n, (U,V) € [02,r2] X [327t2],

entlang der Randkurve in v-Richtung aneinanderschlielen zu kdnnen, miissen er-
stens die beiden Pflaster dieselbe Randkurve in v-Richtung besitzen, d.h. fir die
Bézier-Punkte gilt

bmj = Coj, j=0,---,n,

und zweitens miissen entlang der Randkurve, d.h. zu jedem festen v, die Ableitun-
gen in u-Richtung tbereinstimmen. Diese stimmen genau dann iberein, wenn gilt

1 1
(01 — rl) (bmj - bmfl,J) - (02 — rZ)

Dies bedeutet, daB die Polygonsegmente kollinear sein und zudem ein Langenverhalt-
nis (01 — r1) : (02 — r) besitzen missen (Bild 4.25).

(C1j —Coj); J=0,---,n. (4.68)
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bo3

bo2

boo

Abbildung 4.25: Kantenfreies (C1)-stetiges Aneinanderfiigen zweier kubischer Bézier-
Flachen

Die Kontrollpunkte bz_1 j,bsj = Coj und c1j, j =0,---,3 mussen auf einer Geraden
liegen, und die in der Abbildung angegebenen Verhaltnisse missen gelten.

Fordert man beim Aneinanderfiigen nur paarweise kollineare Tangentenvektoren
— also gleiche Tangenten —, was der G-Stetigkeit entlang der gesamten Nahtlinie
entspricht, so missen die Polygonsegmente zwar kollinear sein, aber in keinem
bestimmten Langenverhaltnis stehen.

4.7.43 B-Spline-Flachen

Seien m < ound n < p sowie
S=(So="+"=Sm;"*";S0+1=""* = Smyo+1)

und
T :(toz"':tn,"',tp+1:"':tp+n+1)

schwach monotone Folgen von Knoten und seien
N™(u),i=0,---,0, bzw. N?(v), j=0,---,p,

B-Splines tiber S und T. Dann werden analog zu den Bézier-Tensorprodukt-Flachen
die Tensorprodukt- B-Spline-Flachen vom Grad (m,n) definiert durch

q: [S0,Smto+1] X [tosthsp+a] = R®:

o p
q(u,v) — dijN™(U)ND(v), dij € RS. (4.69)
;J;) ijNi" (UN] i
Die Punkte d;j; heien de Boor-Punkte und bilden das de Boor-Netz.

Ein Beispiel einer B-Spline-Flache zeigt Bild 4.26.

Es gelten alle Eigenschaften analog zu den B-Spline-Kurven, insbesondere die
konvexe Hulleneigenschaft. Wichtig ist z.B. auch die lokale Wirkung der de Boor-
Punkte. So wird z.B. das Flachensegment u € [s;,sit1], v € [tj,tj+1] nur von den
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Punkten di_m)(j—n),"*- ,dij beeinflult, oder umgekehrt hat der de Boor-Punkt

dij nur EinfluR auf die Flache tber dem Parameterbereich u € [s;,Sitmy1], V €
[tj>tj+nsa-

Zur Berechnung von Flachenpunkten g(uo, Vo) kann wieder der de Boor-Algorith-

mus eingesetzt werden. Dabei wird der Algorithmus zunéchst fur u = up ange-
wandt, d.h. es werden die de Boor-Punkte

0
d.(UO): d"N‘m(UO),jZO,"',p,

berechnet. Danach wird der de Boor-Algorithmus noch einmal mit v =vg und den
Punkten dj(ug) durchlaufen:

p

q(Uo, Vo) = J;)0|J‘(UO)|\IJ'-1(V0)-

d24
/
72

,
2

7 el
NN _____—uull
UHEESESSE AN
RIS <0 AL
Nimsthessss . Zess\aa\\\\
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S :‘\\\\\\\\\
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=
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Abbildung 4.26: Eine kubische B-Spline-Tensorprodukt-Flache und ihr Kontrollnetz mit
(5 x 5) Kontrollpunkten

Wenn Sie die PDF-Version des Kurses bearbeiten, kdnnen Sie jetzt das Inter-
aktionselement “bsplinepatch’ anwahlen.

4.8 Beézier-Flachen tber Dreiecken

Erstmals im rechnerunterstitzten Flachenentwurf wurde dieser Flachentyp gegen
Ende der 50er Jahre von de Casteljau bei Citroén verwendet [ ], erlangte je-
doch aufgrund der Tatsache, daf die Arbeiten de Casteljau’s nicht publiziert wur-
den, nur geringe Verbreitung in anderen Systemen. Diese Situation dnderte sich
vor allem mit den grundlegenden Arbeiten von Farin [ 1. ]. Seither ha-
ben Bézier-Polynome (iber Dreiecken innerhalb des Computer Aided Geometric
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Design wichtige Bedeutung erlangt [ 1 [ 1 [ ]. Eine Zusammen-
stellung findet man in [ ]. Einen einfachen und eleganten Zugang mittels
Polarformen findet man in [ 1.

4.8.1 Verallgemeinerte Bernstein-Polynome

Sind drei affin-unabhingige Punkte R,S, T € R? gegeben und bezeichnen p(U),
o(U), T(U) € R die baryzentrischen Koordinaten eines Punktes U € R?, d.h.

U=pU)-R+0U)-S+T(U)-T € R?, (4.70)
p(U)+oU)+T1(U)=1,

(vgl. Kapitel 3, Abschnitt 3.1.2.1 *Baryzentrische Koordinaten®), dann hei3en die
Polynome

rsTB] j((U) := (

Bernstein-Polynome beziiglich des Referenzdreiecks A(R,S,T).

n

) pWie@ITUY i jrk=n @

Hierbei bezeichnet ( ) den Koeffizienten

n . n
(5 ) = @12)

An den Dreiecksréndern, d.h. fir p(U) =0, o(U) = 0 oder 1(U) = 0 entarten
die verallgemeinerten Bernsteinpolynome zu den gewdhnlichen Bernsteinpoly-
nomen. Es gilt z.B. auf der Randkurve zwischen den Punkten R,S des Dreiecks
A(R,S,T)

n
i1,k

RSTBP]O(pa 0,0) = BP(p) = BT(G)

4.8.1.1 Basiseigenschaft der Bernstein-Polynome

Wie die Bernstein-Polynome eine Basis fur den Raum der reellwertigen univa-
riaten Polynome (Polynome in einer Variablen) (ber einem Intervall bilden, so
bilden die bivariaten Bernstein-Polynome (Polynome in zwei Variablen)

RSTBRLK’ i+j—|-k: n,

eine Basis fir den Raum aller reellwertigen bivariaten Polynome vom Grad n.

4.8.2 Dreiecksflachen in Bernsteinbasis

Gegeben sei ein Referenzdreieck A(R,S,T) und ein bivariates Polynom
q:R? -5 R3,
Die Darstellung

qu) = Ek rRsTB] j(U) - bijk, bij« € R?, 4.73)
i+]+k=n
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von g in der Bernstein-Basis bezuglich A(R,S,T) mit Koeffizienten b jx € R3
heil3t Bézier-Darstellung von q beziiglich A(R,S,T).

Die Punkte b; j x heien Kontroll- oder Bézier-Punkte von g. Sie bilden das Kontroll-
oder Beézier-Netz (vgl. Bild 4.27).

boo2

b200

Abbildung 4.27: Referenzdreieck und Dreiecks-Bézier-Flache vom Grad n = 2 mit
Bézier-Netz

Analog zum Kurvenfall kénnen mit Hilfe des entsprechenden Algorithmus von
Casteljau Funktionswerte von q(U) sowie Ableitungen und Normalenvektoren
bestimmt werden. Auch das Unterteilen, das Aneinanderfiigen und die Grader-
héhung von Bézier-Dreiecksflachen erfolgt mit entsprechenden, in der Notation
erheblich komplexeren Algorithmen. Wegen Einzelheiten sei auf [ ] verwie-
sen.

4.8.3 Eigenschaften von Bézier-Dreiecksflachen

STAAY N
LTS XS
s SE AR A
£ VNA"“X%WAVAVMA

ST IS

bo20

Abbildung 4.28: Eine quadratische Bézier-Dreiecksflache
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Es sei
qu) = Ek rsTBY K (U)-bijk, bijx€R,
i+j+k=n

eine quadratische Bézier-Dreiecksflache beziiglich des Referenzdreiecks A(R,S,T)
(vgl. Bild 4.28). Dann héangt die Gestalt der Flache mit dem Kontrollnetz wie folgt
zusammen:

1. Fir U € A(R,S,T) liegt q(U) innerhalb der abgeschlossenen konvexen
Hille des Kontrollpolygons.

2. q(R) =bnoo, a(S) = bono und q(T) = bgon, d.h. die Flache verlduft durch
die drei Eckpunkte des Bézier-Polygons.

3. Die Fléache ist in den Eckpunkten q(R), q(S) und q(T) tangential an das
Kontrollnetz.

4. Die Einschrénkung von q auf die Gerade (S, T) ist eine Bézier-Kurve mit
den Bézier-Punkten bon_k, d.h. fiir U € (S, T) gilt

n
a(U) =y $BR(U)-bon-kk-
k=0

Analoges gilt fur die Geraden (R,S) und (T,R).

5. Der Zusammenhang zwischen Kurve und Kontrollpolygon ist affin invari-
ant, d.h.

d(qU)) = q)(iﬂ_;nRSTBP,j,k(U)'bi,J',k>

= Ek rsT B K (U) - (b )-
i+j+k=n

4.9 Coons-Pflaster und Gordon-Flachen - Interpolation
von Kurven

Im Gegensatz zu den bisherigen Flachenkonstruktionen wird im folgenden die
Konstruktion von Flachen mittels Interpolation von Kurven beschrieben. Die ein-
fachste Form fihrt auf das Coons-Pflaster. Eine Verallgemeinerung davon stellt
die Gordon-Flache dar. Da bei dieser Art von Interpolation nicht nur endlich viele
Punkte interpoliert werden, sondern ganze Kurven, spricht man auch von transfi-
niter Interpolation. Motiviert wird diese Art der Interpolation durch verschiedene
Anwendungen. Um z.B. ein 3D-Objekt aus Kunststoff in eine CAD-Datenbank zu
ubernehmen, wird ein Sensor ber vordefinierte Linien des Modells gefuhrt. Ent-
lang dieser Linien werden Punkte gemessen und abgespeichert. Danach werden
Kurvenpunkte interpoliert. Aus dem entstehenden Netz von Kurven kann dann
die Oberflache rekonstruiert werden. Dazu werden Coons - und Gordonfléchen
verwendet.
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49.1 Coons-Pflaster

Um ein viereckiges Pflaster
q(u,v), (u,v) € [0,1] x [0,1] C R?,
zu konstruieren, dessen vier parametrisierte Randkurven
q(u,0), q(u,1),uel0,1], q(Oyv), a(Lv),vel01],
gegeben sind, gehen wir schrittweise vor.
Zuerst konstruieren wir zu je zwei sich gegenuberliegenden Randkurven jeweils

eine Flache, die diese Kurven als Randkurven enthéalt, und kombinieren diese bei-
den entstehenden Flachen in einem zweiten Schritt geeignet (vgl. Bild 4.29).

Abbildung 4.29: Konstruktion der Bindefunktionen eines Coons-Pflaster

Das einfachste Verfahren hierzu ist lineare Interpolation.
Wir definieren

Ql(uav) = (1_V)q(u,0) +VQ(U,1), (U,V) € [Oal] X [071]5 (474)
Q2(u,v) = (1—u)q(0,v)+uq(l,v), (u,v) €0,1]x[0,1]. (4.75)

Die Flache Q1 interpoliert die Randkurven ¢(u,0) und q(u,1), u € [0, 1],
die Flache Q3 interpoliert die Randkurven q(0,v) und q(1,v), v € [0,1].

Die Funktionen u + (1 —u) und u+~ u bzw. v+ (1 —v) und v — v werden als
Bindefunktionen (blending functions) bezeichnet.

Das hier beschriebene Verfahren zur Interpolation von zwei sich gegenuberliegen-
den Kurven durch eine Flache heift lofting.

Um diese Flachen geeignet zu kombinieren, addieren wir sie zundchst. Da die
Summe der beiden Flachen die gegebenen Randkurven nicht mehr interpoliert,
muissen wir eine Korrektur vornehmen (vgl. Bild 4.30).
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Abbildung 4.30: Konstruktion des Korrekturglieds eines Coons-Pflasters

Wir setzen

Q) = Q) +Qa(u) — (1-uu) ( K0 AOD ) (10
(4.76)

Dal3 diese Flache die vorgebenen Randkurven interpoliert, 1&Bt sich einfach nach-
rechnen, z.B. fir die Randkurve q(u,0), u € [0,1] :

Q(U,O) = Ql(U,O)+Q2(U,0)

“e-ua (G5 3) (6)

= Ql(U,O) + (1 - U)Q(0,0) + UQ(l,O)

q(0,0) a(0,1) \ [ 1
—((1—U)a”)( q(1,0) q(1,1) ) ( 0 )
= Qu1(u,0) = q(u,0).

Das so definierte, alle vier Randkurven interpolierende Pflaster Q(u, V) heifit Coons-
Pflaster.
Das Korrekturglied

Q(0,0) q(oal) 1-v
@-w0 (0o qey ) ()
ist eine Tensorprodukt-Flache.

Wie man leicht an den Formeln 4.74, 4.75, 4.76 sieht, lassen sich anstelle li-
nearer Bindefunktionen auch andere Paare von Bindefunktionen f1(u), f(u) und
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91(v),g2(v) verwenden, z.B. kubische Hermite-Polynome. Diese missen am Rand
ihres Definitionsintervalls [0, 1] folgende Bedingungen erfiillen:

fl(o) = 1 und fl(l) =0
f(0) = 0 und fy(1) = 1
gi(O) = 1 und gi(l) =0 (4.77)
g2(0) = 0 und go(1) = 1L

Man erhélt dann ein verallgemeinertes Coons-Pflaster.
Bezeichnet man die Matrix der Eckpunkte

( q(0,0) q(0,1) >
q(1,0) a(1,1)

mit A und wahlt sonst dieselben Bezeichnungen wie oben, so 4Rt sich das verall-
gemeinerte Coons-Pflaster Q schreiben als

Q=0Q1+Q2—(fy, fz)A< g; ) : (4.78)

Durch die Wahl der Funktionen f1, f2,91,02 ist die Interpolationsflache festge-
legt. Sie besitzt keine weiteren freien Parameter. Das ist ein gewisser Nachteil der
Coons-Darstellung.

Wenn Sie die PDF-Version des Kurses bearbeiten, kdnnen Sie jetzt das Inter-
aktionselement "coons’ anwaéhlen.

4.9.2 Gordon-Pflaster

Die Ausdehnung der Konstruktion von Coons auf Systeme von Flachen fiihrt auf
die sogenannten Gordon-Fl&chen [ 1 [ ]:
Ist ein Netz von parametrisierten Kurven

q(ui,V), = Oa ,M und q(U,Vj), J = Oa N
gegeben (vgl. Bild 4.31), so interpoliert eine Gordon-Flache dieses Netz mit Hilfe

eines Systems von Bindefunktionen

gi(u), i=0,---,m und hj(v), j=0,---,n.

Die Konstruktion von Gordon-Flachen verlauft analog zur Konstruktion von Coons-
Pflastern. Zunéchst konstruiert man zwei Lofting-Flachen wie in 4.74 und 4.75.
Da bei Gordon-Flachen in u und v-Richtung mehr als zwei Werte interpoliert wer-
den missen, verwendet man zur Interpolation Polynome entsprechenden Grades.
Man kann die Bindefunktionen z.B. mit Hilfe der Lagrange-Interpolation (vgl.
Kapitel 4.2.3 ’Interpolation mit Lagrange-Polynomen’) wie folgt ansetzen:

By = 3 Ao, @.79)

g2(u,v) = %q(u,vj)L?(v). (4.80)

=
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Abbildung 4.31: Beispiel eines Netzes von Kurven
Mit Hilfe einer Gordon-Flache kénnen diese Kurven interpoliert werden.

Das Korrekturglied ergibt sich wie bei den Coons-Pflastern als Tensorprodukt:
m n
g12(u,v) = q(ui, vi) LM (U)LY (v). (4.81)
I;J; LY j

Mit diesen Fl&chen kann man die Gordon-Fl&che wie folgt schreiben:
R(u,v) = 91(u,v) +92(u,v) — g12(u, V). (4.82)
Dadieselbe Konstruktionsweise wie fuir Coons-Pflaster verwendet wurde, ist jedes
Pflasterstlick
R(u,v) mit (u,v) € [Uj,Uiy1] X [Vj,Vjt1],i =0,--+,m, j=0,---,n,
selbst ein Coons-Pflaster.

Anstatt die Bindefunktionen durch Polynom-Interpolation zu berechnen, kdnnte
man auch andere Interpolanten wahlen, z.B. Spline-Interpolanten. Man spricht
dann von spline-blended Gordon-Flachen. Gordon-Flachen lassen sich auch auf
dreieckige Parametergebiete ausdehnen, worauf wir hier aber nicht eingehen. N&-
here Informationen findet man in dem Buch von Hoschek und Lasser [ ]
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4.10 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1:
Gegeben sei das reelle Polynom

p(u) = 7u® 4 6u? —3u+5.

a) Schreiben Sie den Graphen G(u) = (u,p(u)) Uber dem Intervall [0,1] als
kubische Bézier-Kurve. Skizzieren Sie das Kontrollpolygon des Graphen.

b) Zerlegen Sie den Graphen G(u) = (u,p(u)) an der Stelle u = % in zwei

Teilsegmente und geben Sie die Bézierpunkte der beiden Teilsegmente an.
Zeichnen Sie eine Skizze und tragen Sie die Bézierpunkte der Teilsegmente
ein. (Hinweis: Verwenden Sie den Algorithmus von de Casteljau.)

c) Schreiben Sie den Graphen G(u) = (u, p(u)) als Bézierkurve vom Grad 4
Uiber dem Intervall [0, 1]. Geben Sie die dazugehérigen Bézierpunkte an
und machen Sie eine Skizze.

Aufgabe 2:
y
b1 by
3 bo b3
bs

2 |

bs
1 be

b7

bg
1 ) 2 ' 3
bg X

Abbildung 4.32: Ebene Bézier-Spline-Kurve vom Grade drei mit drei Segmenten

Gegeben ist eine ebene Bézier-Spline-Kurve vom Grad 3 mit drei Segmenten je-
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weils Uber dem Intervall [0,1] und den Kontrollpunkten

bo = (1.4,3)

by = (1.3375,3.1750)
b, = (1.4375,3.1750)
bs = (1.59375,2.7375)
bs = (1.75,2.3)
bs = (2.0,1.6)
be = (2.0,1.0)
b; = (2.0,0.4)
bs = (1.5,0.2)
bs = (1.5,0.0)

(vgl. Abb. 4.32.)

a) Geben Sie die drei Bézier-Kurven explizit an und zeigen Sie, dal3 die Spline-
Kurve an den Ubergangen Cl-stetig ist. Ist die Spline-Kurve C2-stetig?

b) Schreiben Sie die Bézier-Spline-Kurve als kubische B-Spline-Kurve mit
denselben Kontrollpunkten. Hinweis: Wahlen Sie einen geeigneten Kno-
tenvektor.

c¢) Da die Splinekurve an den Ubergangen C!- stetig ist (vgl. a)), kann die
Spline-Kurve als kubische B-Spline-Kurve mit nur 8 Kontrollpunkten ge-
schrieben werden. Bestimmen Sie einen geeigneten Knotenvektor und ge-
ben Sie die 8 Kontrollpunkte der B-Spline-Kurve an.
Hinweis: Knoten einfligen.

d) Welche der 8 Kontrollpunkte aus c) beeinflussen das erste, zweite und dritte
Kurvensegment?
Aufgabe 3:
Gegeben sei ein Tensorprodukt-Bézier—Pflaster
m n
q(u,v) = B (u)Bj(v) - bij
2,2, P

uber [0, 1] %[O, 1] mit n > m. Betrachten Sie folgendes Rekursionsschema (Algo-
rithmus von de Casteljau fir Tensorprodukt-Flachen):

00 . . .

bij = b” |:0,'--,m, J:O,...’n’

e . _
b:’i"‘f' ,r2 = (1_u)b{}r2+Ub{irf,j7 |:0,--',m—r1—1, J:O’...’n_rz’
rre+l . rar rar . .
b|i‘ 2 = (1_V)b|}'2+vbl,1]_|2_1’ I_O’.'.Jm_rl) J_O’...’n_rz_l’

mitry=1,---.m, ro=1,---n.
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a)

b)

d)

Zeigen Sie, daB Rekursionsschritte in u— und v—Richtung vertauschbar
sind, d.h. da b nicht von der Reihenfolge der Rekursionschritte in u—
und v—Richtung abhéngt.

Veranschaulichen Sie graphisch jeweils einen Rekursionsschritt in u— und
v—Richtung anhand eines einfachen Kontrollpolygons fur den Falln=m =
2. Wahlen Sieu=v = 3.

Zeigen Sie, daB q(u,v) = bgy gilt, d.h. mittels obiger Rekursion kann der
Funktionswert q(u,v) an der Stelle (u,v) berechnet werden.

Hinweis:

Fuhren Sie zundchst furi =0, --- ,m jeweils n Rekursionsschritte in v—Rich-
tung durch und stellen Sie das Ergebnis als Bézier-Kurve in v dar (Algorith-
mus von de Casteljau im Kurvenfall, siehe Abschnitt 4.3.2 *Der Algorith-
mus von de Casteljau’).

Nach a) sind Rekursionschritte in u— und v—Richtung vertauschbar. Die
Punkte birj1r2 lassen sich flr festes ry und r» in einem rechteckigen Schema
anordnen, z.B.

boo bor boz

bio b1 bro .

bo b21 b2

Tragen Sie fur n = m = 2 die Punkte

b2, 0<i<m—r, 0<j<n—rz 0<r <m,0<rp<n,
der obigen Rekursion in solche Schemata ein und ordnen Sie diese auf sol-
che Weise an, wie sie mittels der Rekursion aus ihren Vorgéngern berechnet
werden.

Vergleichen Sie im Fall m < n den Aufwand zur Berechnung eines Funk-
tionswertes q(u,v) fur folgende beiden Félle:

I. Es werden fir i =0,---,m zundchst n Rekursionsschritte in v—Rich-
tung und danach m Rekursionsschritte in u—Richtung durchgefuhrt.

Il. Eswerden fir j=0,---,n zunichst m Rekursionsschritte in u—Rich-
tung und danach n Rekursionsschritte in v—Richtung durchgefihrt.

Im Fall n = m kénnen Rekursionsschritte in u—Richtung und in v—Rich-
tung abwechselnd ausgefiihrt werden. Wieviele Affinkombinationen sind
in diesem Fall zur Berechnung von b{g notwendig? Vergleichen Sie den
Rechenaufwand in diesem Fall mit dem Rechenaufwand des Verfahrens aus
Teilaufgabe e).
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Aufgabe 4:
a) Coonspflaster
Gegeben seien die folgenden parametrisierten Randkurven mit u € [0,1]
undv e [0,1] :

q(u,0) = u?+1,
q(u,1) = u?-2u+2,
q(L,v) = VvZ—2v+2,

q(0,v) = V>+1.

Berechnen Sie das zugehorige Coonspflaster.

b) Verallgemeinerte Coonspflaster
Bei der Berechnung von Coonspflastern lassen sich auch nichtlineare Bin-
defunktionen fq, f2,91,92 verwenden, z.B. kubische Hermite-Polynome.
Dabei miissen sie am Rand ihres Definitionsbereichs [0,1] die folgenden
Bedingungen erfillen:

f(0) = 1, f1(1) = o,
f,(0) = 0, (1) = 1,
01(0) = 1, 01(1) = 0,
92(0) = 0, 02(1) = 1.

1.) Wéhlen Sie kubische Hermite-Polynome flr f4, f, und g1,9> aus, die
diese Bedingungen erfillen.

2.) Berechnen Sie mit diesen Hermite-Polynomen als Bindefunktionen
das verallgemeinerte Coonspflaster zu den Randkurven

Q(U,O) = U3,
qul) = i1
Q(O,V) = V3a

q(l,v) = V341
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411 Lo6sungen zu den Ubungsaufgaben

Ldésung 1:

a) Die Kontrollpunkte b; des Kontrollpolygons haben die Gestalt

() (o) () ()

wenn wir das Intervall [0,1] zugrundelegen.
Die Bernsteinpolynome vom Grade 3 sind tiber dem Intervall [0, 1] gegeben

durch:
B3(uy = (1-u® = 1-3u+3u®-ud
B3u) = 3u(l-u)® = 3u—6u?+3u®
B3(u) = 3u’(l-u) = 3u? —3ud
B3(u) = ud

Daher lassen sich die bj, aus der folgenden Gleichung berechnen:
bong(U) + blgBi(U) + bzng(U) + bgng(u)
= bo2(1—3u+3u? — u®) + b1a(8u — 6u? + 3u®) + by (3u? — 3u%) + bayu®

7u3+6u?—3u+5

Koeffizientenvergleich liefert die Gleichungen
boo = 5
—3bge+3byp = -3
3bgz — 6b1o+ 3by)
—boz +3b12 —3bo + bz =

und damit
boo = 5
b =
b, = 5
by, = 15

Fur den Graphen ergeben sich somit die Bézier-Punkte

(s) (3) (5) (%)

(vgl. Abb. 4.33 a)).
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b)
b \ b%,
b(i /\ bé
N TN
bs /

U3 203 1
Abbildung 4.33: a) Bézierpunkte, b) de Casteljau-Schema

b) Aus dem de Casteljau-Schema fiir u = 1/2 lassen sich die Bézierpunkte der
Teilsegmente p1, p2 ablesen (vgl. Abb. 4.33 b) ). Man erhalt

3
pi(u) = _ZObBB?(U)

3
pat) = 5 b7 BT

mit
b = (0,5)
b} = (1/6,9/2)
bj = (1/3,9/2)
b = (1/2,47/8)
b = (1/2,47/8)
b? = (2/3,29/4)
b} = (5/6,10)
b = (1,15)

(vgl. Abb. 4.34 a)).

¢) Um den Graph als Bézier-Kurve vom Grad 4 zu schreiben, fiihren wir eine
Graderhohung durch (vgl. Formeln 4.24 - 4.26 und Abb. 4.34 b)):

by = bo=(0,5)
bt = 1/4-bo+3/4-by— (1/4,17/4)
by = 1/2-by+1/2-bp=(1/2,9/2)
by = 3/4-bp+1/4-bg=(3/4,30/4)
b = b= (1,15).
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ol |

Abbildung 4.34: a) Bézierpunkte der Teilsegmente, b) Graderhéhung

Losung 2:

a) Die drei Bezierkurven sind gegeben durch
qi(u) = boB3(u) +b1B3(u) + baB3(u) + bsB3(u),
G2(u) = bsB3(u)+baBi(u) + bsB3(u) +beB3(u),
Q3(U) = beBg(U) + b7B§(U) + bgB%(U) + bng(U).

Fiir Cl-stetige Ubergénge muR gelten (vgl. Formel 4.27):

d1(1) =02(0) und (1) = g5(0)
sowie , ,
92(1) =q3(0) und g,(1) = q5(0).

Die erste Bedingung ist in beiden Fallen offensichtlich erfillt.
Die zweite Bedingung wird jeweils nachgerechnet:

!

0y (1) = 3(bg—by) = 3-(0.15625,—0.4375),

0,(0) = 3(bs—bs) = 3-(0.15625,—0.4375)

und )
0,(1) = 3(bg—bs)= 3-(0,-0.6),

d3(0) = 3(b7—be)= 3-(0,~0.6).

Also ist die Spline-Kurve an den Ubergéngen C-stetig.
Fiir die C2- Stetigkeit der Spline-Kurve miiRte gelten:

b2+(b2—b1) = b4+(b4—b5),

und
b5+(b5—b4) = b7+(b7—b3).
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b)

c)

Einsetzen und Nachrechnen zeigt, daf? diese Bedingungen nicht erfllt sind,
d.h. die Splinekurve ist nicht iberall C2- stetig.

Werden alle inneren Knoten mit Vielfachheit 3 gezéhlt, so ist die B-Spline-
Darstellung einer Spline-Kurve und die Darstellung der Spline-Kurve als
stiickweise Bezier-Kurve identisch. Wir wéhlen daher den Knotenvektor

T =(0,0,0,0,1,1,1,2,2,2,3,3,3,3).

Die Spline-Kurve hat tiber diesem Knotenvektor die Darstellung
: 3
q(u) =Y biN?(u).
"™

Da die Spline-Kurve an den Segmentiibergangen stetig ist, geniigt an den
Ubergangsstellen eine doppelte Vielfachheit des Knotens. Man kann daher
den Knotenvektor

T = (O’O’O’O’ 1’ 152’2’373’3’ 3)

waéhlen. Die Spline-Kurve hat bezlglich dieses Knotenvektors die Darstel-
lung

7
qw%;ZﬁNﬂm.

Werden in diesen Knotenvektor die beiden Knoten 1 und 2 geeignet einge-
fugt, so erhélt man den Knotenvektor

T=(0,0,0,0,1,1,1,2,2,2,3,3,3,3)

aus Aufgabenteil b) und die Darstellung

9
W =5 BN

und daraus Bedingungen fiir die Kontrollpunkte d;. Einfligen des Knotens
ts <t =1<tg gemal den Formeln 4.39, 4.40

d'=(1—a)-di—1+a;-d

mit
1 fir i<5-3
a=4 70 fr5_311<i<s
titn—ti
0 fir 541<i
liefert:
4 = do, a7 = dp, dj=dy
a3 dz;di 4 = d di=da
42 = ds, 42 = de, di=0dy

mit dem Knotenvektor

T =(0,0,0,0,1,1,1,2,2,3,3,3,3).
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Einflgen des Knotens tg <t = 2 < tg in diesen Knotenvektor gemal den
Formeln 4.39, 4.40

d*=bj=(1—a)-d" ;+a-d

mit
1 fir i<8—3
a=4 fir 8—3+1<i<8
tign—1
0 fir 84+1<i
liefert:
bp = di=do by = di=dy, by = di=d;
by = di= dz;d3, by = dj=ds, bs = di=ds
~——
C'-—Bed.
oo = dg= BT% Gt g,
N——
C'-—Bed.
bg = df=ds, be = di=d;.

Daraus erhalten wir

do = bo, d1 = bl, dz = bz, d3 = b4, d4 = b5, d5 = b7, de = bg und d7 = bg.

d) Das erste Kurvensegment wird von den Kontrollpunkten dg, dj, d», d3, das
zweite von den Kontrollpunkten ds, dg4, ds, dg und das dritte von den Kon-
trollpunkten d4, ds, dg, d7 beeinflufit.
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Ldsung 3:

a) Fur die Rekursionsschritte in u— bzw. v—Richtung gilt:

1
b ™ = (1 u)bfj" +ubii?
bt = (L V)b up,

Daraus erhalten wir

ri+1ro+1 ry,ra+1 ri,ra+1
bi AR — ( )b ’ + UbH-’l j

= (1=u)((A=V)bi}" +vbi2y) +u((1 = V)biT  +Vbii% ;)

= (1-v)((A - wbfj +ubii? ) +v((1 - u)biyz; +ubii

= (LB vy,
d.h. die Rekursionsschritte in u— und v—Richtung sind vertauschbar.

b) Die graphische Veranschaulichung ist in Bild 4.35 dargestelit.

Abbildung 4.35: In a) ist ein Rekursionsschritt in u—Richtung und in b) ein Rekursions-
schritt in v— Richtung dargestellt.

c) Da nach a) Rekursionsschritte in u— und v—Richtung vertauscht werden
kdnnen, kann man zundchst fur i = 0,--- ,m jeweils n Rekursionsschritte in
v—Richtung durchfiihren. So erhalt man fir i =0,--- ,;m gemal dem Algo-
rithmus von de Casteljau fir Polynome in einer Variablen

|0 - %le

Danach werden m Rekursionsschritte in u—Richtung durchgefiihrt und man
erhalt wieder gemalt dem Algorithmus von de Casteljau fur Polynome in
einer Variablen

b — ZJbOan iijibijB'J-‘(V)B{“(u) =q(u,v).

)
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d)
e)

Das Ergebnis ist in Bild 4.36 dargestellt.

I. Es mussen (m+ 1) mal jeweils % Affinkombinationen zur Be-

rechnung von b durchgefiihrt werden.

Danach sind noch w Affinkombinationen zur Berechnung von

oo erforderlich. Insgesamt sind daher

m+n(n+1)

A= (m+1)-
(m-+1) 2
Affinkombinationen auszufiihren.

I1. Analog erhdlt man, daB in diesem Fall

n+m(m+1)

B=(n+1)- 5

Affinkombinationen auszufiihren sind.

Daraus erhalten wir
nm(n—m)

2 7
d.h. fur n > m ist Verfahren 1l. glinstiger.

A—-B=

Werden Rekursionsschritte in u— und v—Richtung abwechselnd ausgeftihrt,
so werden in je zwei Schritten aus i*i Kontrollpunkten (i— 1)« (i— 1) Kon-
trollpunkte berechnet. Es sind dazu n = m Doppelschritte (ein Rekursions-
schritt in u—Richtung und ein Rekursionsschritt in v—Richtung) notwendig.
In jedem Doppelschritt mussen

ix(I—1)+((—1)x(i—1)=(—-1)*(2i—1),
und daher insgesamt
n+1

5 3 2
= i—D((2i—1)=>n+2n2+2p3
C i:z(l )(2i—1) 6n+2n +3n

Affinkombinationen berechnet werden.
Fur n = m ergibt sich in ) ein Aufwand von

A:(n+1)-n+n(2n+1) _ n-(n+1;-(n+2)

Affinkombinationen und daraus

1
C—A=Z(n*—

d.h. die Methode aus Aufgabe e) ist fiir n > 1 gunstiger.
Vergleichen Sie hierzu auch das Schema aus Aufgabenteil d). Dort ergibt
sich

C=6+4+2+1=13, A=6+3+2+1=12 und C—A=1.
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Abbildung 4.36: a) zeigt die Zwischenergebnisse der einzelnen Rekursionsschritte fiir
n = m= 2 mit Kontrollpunkten. Eine komprimiertere Darstellung der Rekursion gibt b).
Die einzelnen Quadrate représentieren die Kontrollpunkte birjlr2 der Rekursion.
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Ldésung 4:

a) Das Coonspflaster Q hat die folgende Gestalt:

o - ssoir- e (5 428 (17)

q(1,1) v
mit
Ql(uav) = (1—V)q(u,0)+vq(u,1)
= (1-Vv)(U*+1)+Vv(u?—2u+2)
= u?—2uv+v+1
und
Qz(u,v) = (1-u)q(0,v)+uq(1,v)
= (1-u)(V?+1)+u(v?—2v+2)
= VP—2u+u+1l
sowie

Wir erhalten also:

Q) = <“2—2“V+V+1>+<v2—2uv+u+1>—<1—u,U>(; f)(l§v)

= W4V 2uv+l.

b) 1.) Wirwdhlen:

fi(u) == H3u) = (1-u?l+2u) = 2u3-3u?+1
fa(u) = HJu) = (B-2up? = —20°+3u?
gi(v) = H3(vV) = (1-v)?(14+2v) = 2°-32+1
02(v) = Hi(v) = (3-2v)v? = 23432

(Man vergleiche hierzu Formel 4.15 im Abschnitt 4.2.4 *Interpolation
mit kubischen Polynomen’.)

2.) Das verallgemeinerte Coonspflaster Q hat die folgende Gestalt:

Q) = @uw st - (0. 500 ( o) g1 ) () )
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mit
Q]_(U,V) = gl(V)Q(U,O)+gz(V)Q(U,1)
= (223 4+ 1)+ (-2 +3v?) (U + 1)
= w-2°%+3
und
QZ(uaV) = fl(U)Q(O,V)+f2(U)Q(1,V)
= (2u®-3u* + D)V + (—2u3+3u?) (VP + 1)
= vd—2ud+3u?
sowie

Wir erhalten also:
Qu,v) = (u3—2v343v?) + (v¥—2u®+3u?)

—(2u®—3u?+1,-2u3+3u?) (

12 —2v343V2

= w+\o.

01 ) ( 2v3 —3v2+1

)
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